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<80>

Drittes Buch

der GroRen Kunst der Konsonanz und der Dissonanz

Arithmetik

Die Lehre von den harmonischen Zahlen

Vorrede

Da uns die Erfahrung lehrt, dass alle Kérper, wenn sie harmonisch erschiittert werden,
unterschiedliche Téne erzeugen, die [entweder] mal konsonant, mal dissonant oder aus
beiden gemischt sind, hielten wir es fiir richtig, in diesem Buch aufzuzeigen, welche Ursache
diese Dissonanzen und Konsonanzen haben. Weil aber das gesamte Wesen dieser Sache in
der Natur der sich auf die eine oder andere Art zueinander verhaltenden Zahlen besteht,
habe ich beschlossen, zuerst die harmonische Arithmetik voranzustellen: damit wir der
Ursache fiir die Ordnung der Dinge und der gesamten gréf3eren Harmonie ordnungsgemdyf3
und fern jeder Verwirrung, der Mutter der Unordnung [&taiag], weiter nachgehen, und
schliefdlich zu unserem eigentlichen Gegenstand kommen, also unserer Musurgia — was, wie
ich hoffe, dann sehr ordentlich vor sich gehen wird, wenn wir zuerst Definitionen, Axiome
und Postulate, die sich auf diese Kunst beziehen, methodisch exakt [e0ueBodwc]
vorausschicken, um sodann diese Kunst mit umso gréfSerer Evidenz darlegen zu kénnen.

<81>

Definitionen zur Musik

1. Einklang [Unisonus] oder icodwvog [isdphonos] ist in der Musik dasselbe, was in
der Arithmetik die Monas oder die Einheit ist, in der Geometrie der Punkt, beim
Kreis der Mittelpunkt: was sich weder erweitern noch reduzieren lasst.

2. Intervall ist das wechselseitige Verhaltnis der Strecke eines tiefen und eines hohen
Tons oder das Staotnua [didstéma], d. h. die Entfernung eines tiefen Tons von
einem hohen.

3. Harmonische Strecke [spacium harmonicum]: So nennen wir einen Strang, eine
Saite, ein Holz, ein Rohr oder die ausgeatmete Luft und alles andere, dem wir einen
Ton entlocken kénnen, der im Vergleich zu einem anderen dhnlichen Kérper
gespannter oder entspannter ist.
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4. Das mehrfache Intervall [intervallum multiplex] ist dann gegeben, wenn die groRere
Tonstrecke die kleinere mehrfach enthédlt. Dergleichen sind die doppelten,
dreifachen, vierfachen etc. Intervalle.

5. Ein harmonischer Teil [pars harmonica] ist der, der als Vielfaches das Ganze misst.

6. Ein dberteiliges Intervall [intervallum superpartiens] ist dann gegeben, wenn die
groRere Strecke die kleinere enthalt und dazu noch mehrere Teile der kleineren.

7. Ein einzeln (iberteiliges Intervall [intervallum superparticulare] ist gegeben, wenn
eine grolRere Strecke eine kleinere enthalt und zusatzlich einen bestimmten Teil von
ihr.

8. Ein hoher Ton [sonus acutus] ist die haufige und schnelle Schwingung von
zusammengepresster Luft nach der Kollision von Koérpern.

9. Ein tiefer Ton [sonus gravis] ist die langsame und geringe Schwingung von lockerer
Luft nach der Kollision von Kérpern.

10. Phthongus ist die Stimmlage des Melodischen [éupeAng], das heilt ein Ton, der von
der Stimme in einer bestimmten Tonlage gehalten werden kann.

11. Konsonanz ist die Mischung eines tiefen mit einem hohen Ton, die den Ohren siR
und einheitlich vorkommt.

12. Dissonanz ist der zu den Ohren gelangende Aufprall zweier sich schwer mischender
Tone, der rau und unangenehm ist.

Axiome und Postulate zur Musik

1. Was auch immer etwas anderes messen kann, das misst auch das von diesem
Gemessene.

2. Was harmonisch zusammengesetzt ist, kann auch wieder in die Einzelteile zerlegt
werden, aus denen es zusammengesetzt ist.

Der Teil jeder Zahl ist die nach ihr benannte Einheit."
Wenn man irgendeine Zahl mit Eins multipliziert, bringt man diese hervor.?

Was immer misst, indem Eins-mit-Rest abgezogen wird, misst auch das Ganze.

o v M w

Was ein und demselben gleich ist, ist auch untereinander gleich.

Zum Beispiel 1 von 5 = ein Flinftel.

Kircher zeigt damit an, dass die Einheit die Zahlen erst generiert. Pico della Mirandola schrieb diese
Vorstellung Pseudo-Dionysios Areopagita zu: »Unum enimg, inquit Dionysius, »dicitur Deus quia
unice et omnia.< Rursus: »unum dicitur quia ita principium omnium est quae sunt, sicut omnium
numerorum principium unitas est«« (De ente et uno, hrsg. von Paul Richard Blum u. a., Hamburg
2006, S. 18; die Herausgeber weisen Nom. divin. |, 7 und V, 6 als Quelle nach). In der spezifischen
Formulierung hat der Satz seinen Ursprung vermutlich in den lateinischen Euklid-Ubersetzungen
(Hubert L. L. Busard, Campanus of Novara and Euclid’s Elements, Bd. 1, Stuttgart 2005 (Boethius
51), S. 231), spater scheint er bei Johannes de Muris auf (De arte mesurandi, hrsg. von Hubert L. L.
Busard, Stuttgart 1998 (Boethius 41), S. 100).
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7. Was etwas anderes um das Doppelte tberragt, das muss mehr als die Halfte groRer
sein als jenes.

8. Wenn zwei Ganze einander gleich sind, so sind auch ihre Halften gleich.
9. Was verdoppelt das Ganze nicht ausfillt, das ist weniger als halb so grof.
10. Das Ganze ist immer grofer als sein Teil.

11. Wenn zwei Saiten einander gleich sind, dann entspricht die Proportion von Strecke
zu Strecke auch der von Ton zu Ton.

12. Zwischen harmonischen Zahlen, die nur um eine Einheit [unitas] auseinander
liegen, gibt es keine Mitte.

13. Man kann jede beliebige Strecke in beliebig viele gleiche Teile teilen.

14. Das harmonische Ganze [totum [spacium] harmonicum] gibt im Verhaltnis zu einem
seiner Teile einen tieferen Ton von sich, genau wie eine weniger gespannte
gegeniber einer straff gespannten Saite.

15. Jede Proportion ist das Verhaltnis einer Zahl zu einer anderen.
16. Der Teil gibt im Vergleich zum Ganzen einen hoheren Ton von sich.

17. Durch Vermehrung der Bewegung strebt ein Ton aus der Tiefe nach oben, durch
Verringerung der Bewegung von oben nach unten.

18. Im gleichen Material, verhalt sich ein Ton zum anderen wie eine GroRe zur anderen.
19. Ein hoher Ton besteht aus zahlreicheren Bewegungen als ein tiefer.

20. Ein Ganzton kann nicht harmonisch in zwei gleiche Halbténe geteilt werden.

<82>
Kapitel |

Die Proportionen, ihre Definition und Einteilung
Was ist ein Verhaltnis?

Um das Wesen und die Natur der Musik genauer zu erkennen, fordert die Ordnung
offensichtlich, an erster Stelle etwas lber den Logos [Aoyw], auf Latein »ratio«, und die
Analogie der Zahlen zu sagen. »Ratio« definiert Euklid im V. Buch seiner Definitionen
[Elemente] so: »Ratio (oder was dasselbe ist: Proportio) ist das Verhdltnis zweier beliebiger
Gréfien von derselben Art zueinander.« Wir wollen aber, wobei wir aus Platzgriinden
zahlreiche Unterteilungen von Groflen auslassen, nur Uber die Rationes von Zahlen
sprechen und definieren die Ratio wie folgt: Ratio ist ein bestimmtes Verhdltnis zweier
Zahlen zueinander, oder ihre Vergleichung. Das heilkt: Jede beliebige Zahl kann mit einer
anderen verglichen werden und zeigt sich zu ihr als gleich oder ungleich. Wenn sie gleich
ist wie 4 zu 4, heildt die Ratio »gleich« [ratio aequalitatis], was wir vernachlassigen, da es
fir die Musik ungeeignet ist. Wenn eine Zahl der anderen gegeniber ungleich ist, heiRt
auch die Ratio »ungleich«. Innerhalb dieser Gattung der Verhaltnisse findet man zwei
Arten, namlich das Verhaltnis [ratio; ab hier dt. Terminologie] der groReren [ratio maioris
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inaequalitatis] und das der kleineren Ungleichheit [ratio minoris inaequalitatis]. Beide
wollen wir hier erklaren.

Eine Zahl, die mit einer anderen verglichen wird, nennt man »Vorganger« [antecedens], die
zweite, mit der der Vergleich gemacht wird, »Nachfolger« [consequens]. Wenn also der
Vorganger grolRer ist, spricht man von einem Verhaltnis oder einem Vergleich von groRRerer
Ungleichheit, wie zum Beispiel bei 6 zu 3. Ist der Vorganger jedoch kleiner als der
Nachfolger, hat man ein Verhaltnis von kleinerer Ungleichheit, wie zum Beispiel bei 3 zu 6.
Der Bezeichnung dieses Verhaltnisses wird dann das Prafix »sub« vorangestellt, so dass die
zwei Verhaltnisse von grofRerer und kleinerer Ungleichheit so ausgedriickt werden: 6 zu 3
ist doppelt [dupla], 3 zu 6 ist »subdoppelt« [subdupla]. Weiterhin gibt es flnf
Erscheinungsformen des Verhaltnisses von groRRerer Ungleichheit:

1) vielfach

drei einfache < 2) superpartikular

3) superpartient

4) mehrfach superpartikular

zwei aus den oberen zusammengesetzte <

5) mehrfach superpartient

Was ist ein vielfaches Verhaltnis?

Mehrfach [multiplex] ist ein Verhaltnis dann, wenn der Vorganger den Nachfolger
mehrmals oder jedenfalls mehr als einmal exakt enthalt, das heilft, wenn der Vorganger
vom Nachfolger so abgezogen wird oder so von ihm geteilt wird, dass kein Rest bleibt. So
ist das Verhaltnis von 4 zu 2 doppelt, das von 9 zu 3 dreifach usw. Denn die
Erscheinungsformen eines so definierten Verhaltnisses konnen bis ins Unendliche
aufgezahlt werden. Das kleinste von allen ist das doppelte Verhaltnis. Das grofSte kann nicht
genannt werden, da kein Verhaltnis so grof8 sein kann, dass nicht ein noch gréReres
angegeben werden kdnnte, was in der Reihe der natirlichen Zahlen 1, 2, 3,4,5,6,7, 8,9
deutlich wird, in der die Zwei die Verdopplung der eins, die Drei die Verdreifachung, die
Vier die Vervierfachung der Eins ist — bis ins Unendliche.

Was ist ein superpartikulares Verhaltnis?

Ein superpartikulares Verhaltnis [ratio superparticularis] ist dann gegeben, wenn der
Vorganger nur eine Einheit groRer ist als der Nachfolger. So hat man bei 3 zu 2 die Ratio
sesquialtera [eineinhalbfach], da die Drei die Zwei ein und ein halbes Mal enthalt.
Gleichermalen ergibt 4 zu 3 die Ratio sesquitertia [eineindrittel], denn die Vier enthalt die
Drei einmal und dazu noch ihren dritten Teil. Die groRRten dieser Verhaltnisse sind das
eineinhalbfache und das eineindrittelfache, die kleinsten, die man natirlich bis ins
Unendliche teilen kann, kbnnen mit Worten so wenig ausgedriickt wie mit dem Geist
erfasst werden. Das eineinhalbfache oder das eineindrittelfache [superpartikulare] ist das
Gegenteil zum doppelten [vielfachen] Verhéltnis: Dieses kann vom kleinsten bis ins
Unendliche anwachsen, jenes vom gréRten bis ins Unendliche schrumpfen.
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Was ist ein superpartientes Verhaltnis?

Ein superpartientes Verhaltnis [Ratio superpartiens] liegt vor, wenn der Vorganger den
Nachfolger einmal und dazu noch mehrere weitere Teile von ihm in sich enthilt.? So ist 5
zu 3 die Ratio superbipartiens der Drei, die man erhalt, wenn man die groRere Zahl durch
die kleinere teilt. Denn die Drei ist in der Fiinf einmal <83> enthalten und es bleibt 1%, die
Zahl der Ratio superbipartiens von Drei. Davon gibt es natiirlich unendlich viele Formen.
Wenn namlich eine Proportion die groRere Zahl einmal enthalt und dazu zwei dritte Teile,
spricht man von einer Proportio superbipartiens der Drei, wenn sie zwei vierte Teile enthalt
oder auch flinfte, sechste, siebte oder achte Teile, heillt sie Proportio superbipartiens der
Vier, Funf, Sechs, Sieben, Acht usw. Wenn wiederum die gréRere Zahl die kleinere einmal
enthalt und dazu noch drei, vier, flinf, sechs, sieben, acht oder neun Teile von sich, spricht
man von einer Proportio supertripartiens, superquadr[u]partiens, superquintupartiens,
supersextupartiens, sieben, acht, neun, etc. bis ins Unendliche, wie man hier am Beispiel
sieht:

I. Darstellung mehrfacher Proportionen

doppelte dreifache vierfache
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
2 4 6 8 10 3 6 9 12 15 4 8 12 16 20

Il. Darstellung superpartienter Verhdltnisse

3 :5— Proportio superbipartiens von Drei.

4 .7 — Proportio supertripartiens von Vier.
5:9 - Proportio superquadrupartiens von Flnf.
6 : 11 — Proportio superquintupartiens von Sechs.
7 : 13 — Proportio supersextupartiens von Sieben.
8 : 15 — Proportio superseptupartiens von Acht.
9 : 17 — Proportio superoctupartiens von Neun.

Ill. Darstellung superpartikularer Verhdltnisse

Sesquialteri (11/2-fache) | Sesquitertii (11/3-fache) | Sesquiquarti [1%-fache]
3 6 9 12 15 18| 4 8 12 16 20 24| 5 10 15 20 25 30
2 4 6 8 10 1213 6 9 12 15 18|14 8 12 16 20 24

Eine mehrfach superpartikulare Proportion [Proportio multiplex superparticularis] ist dann
gegeben, wenn eine groRere Zahl eine kleinere mehrfach enthalt und dazu noch einen Teil
von ihr. So bei 9 zu 4: Die Neun enthalt die Vier zweimal und dazu noch einen Viert-Teil
[unam quartam] der kleineren Zahl oder ein Viertel [quaternarium]. Diese Proportion setzt
sich zusammen aus der mehrfachen und der superpartikularen Proportion. Sie hat

(n+a)/n; a>1.
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unendliche viele Formen, sowohl von ihrer mehrfachen Seite, wie auch von ihrer
superpartikularen her. Ein Beispiel folgt:

I. Darstellung mehrfach superpartikularer Verhdltnisse:

2 3 4 5 6 7

doppelt 5 7 9 11 13 15
dreifach 7 10 13 16 19 22
vierfach 9 13 17 21 25 29
fiinffach 11 16 21 26 31 36
sechsfach 13 19 25 31 37 43

sesquialteri sesquitertii sesquiquarti sesquiquinti [sesquisexti] sesquiseptimi

Dieses Beispiel muss so verstanden werden: Oben in jeder Spalte steht eine Zahl. Die
darunter stehenden erhalten ihre mehrfache Benennung aus den Angaben in der linken
senkrechten Spalte, die superpartikulare Benennung aber von der Angabe unten, die in der
entsprechenden Spalte aufgeschrieben ist. Zum Beispiel ist das Verhaltnis in der ersten
Spalte 2 zu 5, das ist die Proportio dupla sesquialtera, aber das Verhaltnis 2 zu 7 ist die
Proportio tripla sesquialtera. Das Verhaltnis 2 zu 9 ist die Proportio quadrupla sesquialtera.
Genauso verhalt es sich mit der zweiten Spalte: 3 zu 7, das ist die Proportia dupla sesqui-
tertia, das Verhaltnis 3 zu 10 ist die Proportio tripla sequitertia.

Il. Darstellung mehrfach superpartienter Proportionen

superbipartiens doppelt 3 3 6 9 12
2+(2/3%n) 8 16 24 32
supertripartiens doppelt 4 8 12 16
4 2+(3/4%n) 11 22 33 44
superquadripartiens 5 10 15 20
doppelt 5 2+(4/5*n) 14 28 42 56
superbipartiens dreifach 3 6 9 12
33+(2/3%n) 11 22 33 44
supertripartiens dreifach 4 8 12 16
4(3+3/4%n) 15 [30] 45 60

<84> Die mehrfach superpartiente Proportion liegt vor, wenn eine Zahl im Vergleich zu
einer anderen diese andere mehr als einmal enthadlt und zusatzlich mehrere Teile von ihr.
Auch das kann bis ins Unendliche gehen. Wenn namlich eine Zahl eine andere mehr als
einmal enthalt, also zum Beispiel zweimal, und dazu noch zwei Drittelteile, spricht man von
einer Proportio dupla superbipartiens tertias [8 : 3], wie in Dastellung Il deutlich wird. Aus
diesen Beispielen wird, wenn mich nicht alles tauscht, zu Genlige die Entstehung jedweder
Proportion deutlich. Doch damit nicht noch mehr Schwierigkeiten fiir Anfanger bestehen
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bleiben, wollen wir hier die Entstehung einzelner Proportionen durch Beispiele besonders
darstellen.

Proposition |

Wie man mehrfache Proportionen ermittelt

Man suche zuerst die kleinsten Terme der Proportion, multipliziere jeden dann mit 2 und
erhalt so die zweite Folge der Proportion. Multipliziert man sie mit 3, erhalt man die dritte,
multipliziert man mit 4, die vierte Folge, und so weiter bis ins Unendliche. So mdchte man
etwa 1 : 2, die Proportio subdupla, erweitern. Man multipliziert also mit Zwei und erhalt
2 : 4 als zweiten Terminus der Proportio dupla. Multipliziert man sie mit 3, so erhalt man
den dritten Terminus der Proportio dupla, namlich 3 : 6, und so geht es bis ins Unendliche
weiter. Wenn aber die ersten Zahlen und die minimale Ausgangsbasis der Reihe sich in
dreifacher Proportion zueinander verhalten wie 3 : 1, so erhdlt man, indem man die
einzelnen Terme immer mit 3 multipliziert, die Gbrigen dreifachen Proportionen der Reihe
nach bis unendlich. Gleiches gilt fir alle bis ins Unendliche ausdehnbaren mehrfachen
Proportionen.

doppelt dreifach vierfach flinffach
1 2 3 4 5 6|1 2 3 4 5|4 8 12 16| 5 10 15 20 25
2 4 6 8 10 1213 6 9 12 151 2 3 4|1 2 3 4 5

Proposition |l

Wie man superpartikulare Proportionen findet und multipliziert

Man nimmt eine Zahl, die ein Teil der Proportionsbezeichnung ist, nimmt als zweite die
unmittelbar groBere Zahl — sie ist natlrlich um eins groRer als die erste — und hat damit
schon die erste superpartikulare Proportion, so dass sie in kleineren Zahlen nicht mehr
ausgedruckt werden kann [also vollstandig gekiirzt ist]. Wenn diese Zahlen verdoppelt oder
mit einer anderen Proportion multipliziert werden, ergeben sich notwendig Zahlen von
derselben Proportion. Unser Beispiel soll die vorgegebene Proportio superparticularis
sesquitertia sein, die multipliziert und bis unendlich vergréRert werden soll. Die erste Zahl
dieser Proportion heiRt 3, die unmittelbar folgende ist 4 und damit die gesuchte groRRere
Zahl der Proportio sesquitertia (3 : 4), die mit kleineren Zahlen nicht ausgedriickt werden
kann. Multipliziert man dieses Verhaltnis mit zwei, erhadlt man die zweite Proportion der
Reihe, mit drei multipliziert ergibt sich die dritte, mit vier die vierte etc. bis unendlich.
Genauso stellt man die Folge sesquiquarta, sesquiquinta, sesquisexta und unendlich
weitere auf.
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sesquialtera sesquitertia Sesquiquarta
| 1 VY | 11 "2 VA VJ I | H | | A A VAR VAR V]|
3 6 9 12 15 18| 4 8 12 16 20 24|5 10 15 20 25 30
2 4 6 8 10 1213 6 9 12 15 18| 4 8 12 16 20 24

<85>
Proposition Il

Wie man superpartiente Proportionen erweitert

Gegeben sei eine Zahl mit einem Nenner, der um die angegebene Anzahl von Einheiten
groRer als die Zahl ist, welche im Namen [Zahler] der Proportion angegeben wird. Damit
hat man hat die erste superpartiente Proportion einer bestimmten Form, welche die Zahl
der Bestandteile [Zahler und Nenner] angibt. Wenn man diese beiden Zahlen verdoppelt,
verdreifacht oder mit einer beliebigen anderen Zahl multipliziert, erhadlt man die zweite,
dritte usw. Proportion der Reihe. Wenn man zum Beispiel die Proportio superbipartiens
von Drei erweitern will, dann haben wir bei der vorgegebenen Proportion zunachst das
»Zwei«, in der Bezeichnung »bi«, dann die Drei angegeben (»von Drei«). Der 3 also fligen
wir die 2 hinzu und erhalten 5. Die gesuchte Proportio superbipartiens tertias muss also
5 : 3 sein, was nicht mehr mit kleineren Zahlen ausgedriickt werden kann. Verdoppelt man
sie, erhdlt man die zweite Proportion dieser Reihe, verdreifacht man sie, die dritte und so
weiter, wie folgt:

superbipartiens tertia supertripartiens quarta superquadrupartiens quinta
5 10 15 20 25 30| 7 14 21 28 35 42| 9 18 27 36 45 54
3 6 9 12 15 18 | 4 8 12 16 20 24| 5 10 15 20 25 30

Proposition IV

Wie man mehrfach superpartikulare Proportionen ermittelt

Wenn man den Wert des Bruchteils [d[en]Jominator partis aliquotae, den Nenner] mit dem
in der mehrfachen Proportion genannten Faktor [denominator multiplicis] multipliziert und
dem Ergebnis eine Einheit hinzufligt, erhalt man die erste Proportion der hier vorgestellten
Art. Mochte man zum Beispiel alle Zahlen der Proportio sextupla sesquinona finden, so
multipliziert man den Wert 9, die Angabe des Neun-Bruchteils, mit dem Wert 6, der Angabe
des Vielfachen der Proportion, und erhalt das Ergebnis 54. Dazu addiert man 1, und die so
ermittelte Zahl 55 ergibt im Verhaltnis zur 9 (der Angabe des Neun-Teils) die erste Propor-
tionszahl der Proportio sextupla sesquinona, die mit kleineren Zahlen nicht ausgedriickt
werden kann. Verdoppelt man sie, so ergibt sich mit 110 : 18 die zweite Gestalt der hier
vorgestellten Proportion, und wenn man sie ad infinitum multipliziert, ergibt sich stets eine
Proportion dieser Art. Will man die Proportio dupla sesquialtera haben, nimmt man die 2,
was die Proportio sesquialtera nahelegt, multipliziert sie mit 2, wie es ja der Name des
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Vielfachen vorschreibt und erhalt, wenn man noch eine Einheit hinzufiigt, die Finf. 5 : 2 ist
also die erste Proportionszahl dieser Art, die nicht mit kleineren Zahlen ausgedriickt
werden kann. Verdoppelt man sie, erhdlt man mit 10 : 4 die zweite Proportionszahl, und
wenn man diese minimalen Ausdriicke mit beliebigen Zahlen multipliziert, entstehen
immer Proportionen dieser Art.

Proportiones duplae sesquialterae:
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Proportiones triplae sesquiseptimae :

22 44 66 88 110 132 154 176 198
7 14 21 28 35 42 49 56 63
<86>

Proposition V

Wie man die mehrfach superpartiente Proportion findet

Man multipliziert die Zahlenangabe irgendeines Teilers mit der Zahlenangabe des
angegeben Vielfachen der Proportion [multiplex propositae proportionis]. Wenn man das
Produkt errechnet hat, addiert man die Anzahl der Teile gemafl der Angabe der
[hinzuzufligenden] gleichen Teile und erhélt so die erste Proportion, nach der man gesucht
hat. Sucht man zum Beispiel die Proportio quadruplae superoctupartiens undecimas
[52:11], so nimmt man die Angabe des Elfer-Teilers, also 11, multipliziert mit 4, der Angabe
der vierfachen Proportion [quadrupla], erhdlt das Produkt 44 und addiert dazu 8, wie es
»und acht Teile darliber hinaus« [superoctupartiens] besagt. Die so ermittelte Zahl 52 in
Bezug zu 11, dem Teiler, ist die erste gesuchte Proportion. 52 : 11 ergibt verdoppelt
104 : 22, damit hat man die zweite Zahl: und so geht es weiter bis ins Unendliche, wie die
Beispielen zeigen.
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Darstellung |

Proportiones quadruplae superoctupartientes undecimas.

52 104 156 208 250 312
11 22 33 44 55 66
Darstellung 11

Proportiones duplae superbipartientes tertias.*

8 16 24 32 40 48 56 64 72 80 88 9% 104
3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39

Kapitel Il

Die Proportionalitaten

Die Analogien oder die Proportionalitdten, wie sie von Euklid definiert werden, werden in
mehrere Arten unterteilt, deren drei wichtigste diejenigen sind, welche die Arithmetiker
»Reihen« [medietates] nennen, namlich arithmetische, geometrische und harmonische.
Wenngleich wir hauptsachlich die dritte und letzte Proportionalitat behandeln missen,
glauben wir dennoch etwas Uber alle sagen zu sollen, damit der Unterschied erkannt wird,
durch den sie sich von den vorausgehenden unterscheidet.

Was ist die arithmetische Proportionalitat?

Die arithmetische Analogie, Proportionalitdt oder Reihe ist gegeben, wenn drei oder mehr
Zahlen mit derselben Differenz fortschreiten, wie zum Beispiel die Zahlen 4, 7, 10, 13, 16.
Weil [in diesem Fall] also jede von ihnen gegenliber der vorangehenden Zahl um drei gréoRer
ist, sagt man, sie bilden eine arithmetische Proportionalitdt. Von ihr gibt es wieder zwei
Arten: die verbundene [continua] und die unverbundene [discreta]. Verbunden heiRt sie,
wenn es in der Reihe der Zahlen keine Unterbrechung gibt, sondern wenn jede an die
vorangehende anschliel3t, wie im eben gegebenen Beispiel. Unverbunden heildt sie, wenn
die Zahlenreihe unterbrochen wird und immer nur zwei Zahlen aneinander anschlieRen
(statt jede der vorausgegangenen), wie zum Beispiel bei den Zahlen 4, 7, 8, 11, 30, 33. <87>
Hier ist die Differenz immer nur zwischen zwei Zahlen dieselbe, also zwischen 4 und 7, dann
zwischen 8 und 11, wieder zwischen 30 und 33, nicht aber zwischen 4 und 7 sowie 7 und 8.

[Was ist die geometrische Proportion?]

Die geometrische Proportionalitat oder Reihe ist dann gegeben, wenn drei oder mehr
Zahlen zueinander das gleiche Verhaltnis haben. Diese wird im eigentlichen Sinne
Proportionalitdt oder Analogie genannt, die eben erwahnte [arithmetische] aber nur
uneigentlich, weil das Verhaltnis zwischen den Zahlenwerten nicht immer gleich ist. So
heillt sie [die geometrische Proportionalitdt] zu Recht die Mitte wegen der mittleren
Zahlen, die mit einem bestimmten Wert zwischen zwei duRRere Zahlen eingeschoben

4 8:3;2x3=6+1%x2=8;16:6;2x6=12+2x2=16
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werden, wie zum Beispiel die Zahlen 2, 4, 8, 16, da jede von ihnen die Verdopplung der
vorhergehenden Zahl ist und sie somit die geometrische Proportion bilden. Auch hier gibt
es wieder zwei Arten, die verbundene und die unverbundene. Als verbundene wird die
angesehen, bei der die Zahlen aneinandergereiht sind; als unverbundene zum Beispiel
diese sechs Zahlen: 2, 4; 12, 24; 30, 60: denn nur immer zwei Zahlen stehen im doppelten
Verhaltnis zueinander und nicht jede in Bezug auf die direkt vorausgehende.

Was ist eine musikalische Proportion?

Eine musikalische oder harmonische Proportionalitat oder eine musikalische Mitte liegt
vor, wenn drei Zahlen so angeordnet sind, dass das Verhaltnis der groRten zur kleinsten
Zahl dasselbe ist wie das von der Differenz der zwei groReren zur Differenz der zwei
kleineren. So zum Beispiel bei den Zahlen 3, 4, 6, weil das Verhaltnis zwischen der grofRten
Zahl 6 zur kleinsten 3 dasselbe ist wie das Verhaltnis der Differenz der grofSten (6) und
mittleren Zahl (4) — namlich 2 — zur Differenz der mittleren (4) und kleinsten Zahl (3), gleich
1. Weil bei beiden das Verhaltnis doppelt ist, bilden sie eine musikalische bzw. harmonische
Proportionalitdt oder musikalische Mitte. Dass es sich hierbei um die harmonische
Proportionalitat handelt, wird daraus klar, dass sie die drei Hauptkonsonanzen, die Oktave,
die Quinte und die Quarte, beschreibt. Wie im Beispiel 6 : 3 die Oktave bedeutet, 6 : 4 die
Quinte und schlieBlich 4 : 3 die Quarte, so muss man es auch mit den tbrigen Konsonanzen
halten. Doch jetzt wollen wir zu den Einzelheiten der musikalischen Proportionalitat
weitergehen.

Proposition |

Wie man drei Zahlen in musikalischer Proportionalitat findet

Man gewinnt drei harmonische Zahlen aus irgendwelchen drei in arithmetischer Proportion
stehenden Zahlen auf folgende Art: Man multipliziert die erste Zahl mit der zweiten und
mit der dritten, die zweite sodann mit der dritten und erhalt das Gesuchte, wie folgt:

Es seien 1, 2, 3 die drei Zahlen einer arithmetischen Reihe, und daraus will man drei
harmonische proportionale Zahlen machen. Also multipliziert man 1 erst mit 2, dann mit 3
und erhalt die erste und die zweite Zahl 2 und 3. Wenn man nun die arithmetische Zahl 2
mit der dritten multipliziert — 2 x 3 —, so kommt 6 heraus, die dritte Zahl von harmonischer
Proportionalitat, also wie folgt: 1, 2, 3: arithmetisch — 2, 3, 6: harmonisch.

Mit anderen Worten: Man multipliziert die mittlere Zahl der arithmetischen Reihe mit den
duleren Zahlen und erhdlt so die &duReren harmonischen Zahlen. Die &uReren
arithmetischen Zahlen ergeben, miteinander multipliziert, die mittlere harmonische Zahl,
wie das folgende Beispiel zeigt:

123 arithmetisch
236 harmonisch
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Hieraus wird deutlich, dass die duReren der harmonischen Zahlen und gleichermaRen ihre
Differenzen im selben Verhadltnis zueinander stehen wie die duReren der arithmetischen
Proportion, aus denen sie auch entstanden ist, wie es das nachste Beispiel deutlich macht:

arithmetische

, 1,2,3 37,11  4,6,8 10, 60 100
Proportion
harmonische 3 o 513377 24,32,48 600,1.000  6.000
Proportion

<88>
Proposition |l

Wie man von zwei beliebigen gegebenen Zahlen
die mittlere harmonische Proportionalzahl angibt

Zwischen zwei beliebigen Zahlen findet man die mittlere harmonische Proportionalzahl so:
Man multipliziert die Zahl, welche die Differenz der beiden Zahlen ausmacht, mit der
kleineren der Zahlen, teilt das Produkt durch die Summe beider [gegebenen] Zahlen und
addiert das Ergebnis der Division zur kleineren Zahl. Die so gewonnene Zahl ist die gesuchte
mittlere. Gegeben seien also zum Beispiel 15 und 60. Um die harmonische Mitte zu
erhalten, multipliziert man ihre Differenz 45 mit der kleineren Zahl 15 und teilt das Produkt
675 durch 75, ihre Summe. Wenn man nun den Quotienten 9 zu der kleineren Zahl
hinzuzahlt, erhdlt man die mittlere Zahl 24, wie es im Beispiel deutlich wird: 15, 24, 60.
Dieselbe mittlere Zahl findet man, wenn man die Differenz 45 mit der groReren Zahl 60
multipliziert, das Produkt 2.700 durch die Summe von beiden (75) dividiert und den
Quotienten 36 von der grofReren Zahl 60 abzieht, wodurch dieselbe mittlere Zahl 24
Ubrigbleibt.

Proposition Il

Wie man zwei beliebigen Zahlen
die dritte harmonische Proportionalzahl zuweist

Man nehme zuerst zur Kenntnis, dass diese Operation nicht immer maoglich ist. Wann man
sie allerdings machen kann, das zeigt die Operation selbst sehr schon auf diese Weise. Wir
dividieren das Produkt der beiden Zahlen durch die Zahl, die herauskommt, wenn man die
Differenz beider von der kleineren Zahl abzieht.” Dieser Quotient ist dann die dritte
harmonische Zahl zu den beiden anderen, die wir gesucht haben. Wenn aber der Divisor
Null sein sollte oder wenn man beider Differenz nicht von der kleineren Zahl abziehen

b>a;c=(axb)/(a—(b-a))=(axb)/(2a-b)
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kann,® dann ist es eben unmoglich, zu diesen beiden Zahlen eine groRere Zahl in der
harmonischen Folge hinzuzufiigen.

Wann man zwei Zahlen eine dritte in der harmonischen Folge
hinzufiigen kann und wann nicht

Wir wollen die Sache durch ein Beispiel verdeutlichen. Gegeben sind die kleineren Zahlen
[termini minores] 12 und 16. Wir dividieren ihr Produkt 192 durch 8, die Zahl also, die
herauskommt, wenn wir 4, die Differenz zwischen ihnen, von der kleineren Zahl 12
abziehen. Der Quotient 24 [192/8] bildet zusammen mit den beiden gegebenen Zahlen die
harmonische Reihe 12, 16, 24. Also ist 24 die gesuchte dritte Zahl. Wir kénnen diese Folge
weiter fortfiihren, wenn wir zu den beiden Zahlen 16 und 24 eine dritte hinzufligen, indem
wir das Produkt aus 16 x 24, namlich 384, durch 8 teilen, der Zahl namlich, die als Ergebnis
bleibt, wenn man die Differenz beider, namlich 8, von der kleineren Zahl 16 abzieht. Man
erhalt die Zahl 48. Jetzt stehen vier Zahlen in der harmonischen Reihe: 12, 16, 24, 48. Wenn
wir aber versuchten, diesen Zahlen noch eine weitere groRere hinzuzufiigen, wiirden wir
uns vergeblich plagen. Denn fiir die beiden letzten Zahlen, 24 und 48, ergibt sich als Divisor
0. Wenn uns jemand die Zahlen 10 und 12 vorgibt, kann man ihnen als dritte gréRere Zahl
15 anfigen. Zu den beiden Zahlen 10 und 11 kann man als dritte 123/, hinzugeben. Zu 90
und 99 heift die dritte 110. Aber zu 3 und 6 kann man keine hinzufiigen, weil ihre Differenz
(3) von der kleineren abgezogen 0 ergibt. Daraus folgt: Wenn die gegebenen Zahlen in
einem doppelten Verhaltnis stehen, kann man ihnen keine dritte Proportionalzahl
hinzufligen, weil ihre Differenz immer gleich der kleineren Zahl ist. Aber auch wenn beide
Zahlen in einem mehr als doppelten Verhaltnis stehen, gibt es keine dritte, gréRere Zahl,
die zu ihnen in harmonischer Proportionalitdt steht, weil dann ihre Differenz stets groRer
ist als die kleinere Zahl, so dass man gar keine Subtraktion vornehmen kann. Wenn zum
Beispiel 3 und 7 gegeben sind, deren Proportion die Proportio dupla sesquitertia ist, also
groRer als doppelt [dupla], dann sieht man, dass ihre Differenz (4) groRer ist als die kleinere
Zahl (3). Daher kann man den beiden keine dritte anfliigen. Daraus wird deutlich, dass die
zwei gegebenen beliebigen Zahlen, wenn man ihnen eine dritte in der harmonischen Folge
sollte anfligen kénnen, notwendig <89> entweder in der superpartikularen [n; n + 1] oder
in der superpartienten [n; n+a (a<n)] und kleiner als doppelten Proportion stehen missen.

Proposition IV

Wie man zu zwei beliebigen Zahlen die dritte
in der harmonischen Folge findet, die kleiner ist als beide

Diese [gesuchte] Zahl wird gebildet, indem man die eine mit der anderen multipliziert und
das Produkt durch die Summe der groReren Zahl und beider Differenz teilt.” Der Quotient
ist dann die gesuchte Zahl. Sind beispielsweise die Zahlen 6 und 12 gegeben und teilt man
deren Produkt 72 (aus 6 x 12) durch 18 (der Summe von 12 und beider Differenz 6), so
erhalt man die Zahl 4: die dritte harmonische Proportionalzahl, die kleiner ist als die beiden

6 a22b

7 a<b;(axb)/(b+(b—a))=(axb)/(2b-a)
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anderen. Diese konnen wir erweitern, indem man auf noch kleinere Zahlen zuriickgeht,
wenn man zu 4 und 6 noch die noch kleinere [Zahl] 3 hinzufligt und so die Reihe 3, 4, 6, 12
erhalt. Diese dritte Zahl wird gefunden, wenn man die Zahl 24 (das Produkt aus 4 und 6)
durch 8 teilt (die Summe aus 6 und beider Differenz 2). Auf die gleiche Weise kdnnte man
den beiden kleineren Zahlen 3 und 4 als dritte noch kleinere 2%/ hinzufiigen. Und so
vermindert sich jedwede harmonische Analogiefolge fortwahrend bis ins Unendliche.

Corollarium

Die Eigenheiten der Proportionalitaten

Aus all dem wird eine wunderbare Eigenheit der drei Proportionalitaten deutlich. Zuerst:
Die arithmetische Proportion wachst bis ins Unendliche, lasst sich aber nicht bis ins
Unendliche vermindern. Die harmonische Proportion dagegen vermindert sich bis ins
Unendliche, kann aber nicht bis ins Unendliche wachsen. Wie also die erste, zweite und
dritte Zahl eine harmonische Proportionalitat bilden, so auch die zweite, dritte und vierte,
ebenso die dritte, vierte und flinfte. Die geometrische Proportion kann nach oben wie nach
unten bis ins Unendliche gefiihrt werden.

Kapitel Il

Rechenoperationen mit Proportionen

Die Zusammenfligung [compositio] oder Berechnung [logistica] von Verhaltnissen ist nichts
anderes als ein Algorithmus, durch den eine Proportion einer anderen hinzugefligt oder
von ihr abgezogen wird. Dadurch werden die gegebenen Proportionen miteinander
multipliziert oder durcheinander dividiert. Es gibt davon fiinf Arten, die wir durch ebenso
viele Propositionen erklaren wollen.

Proposition |

Proportionen miteinander addieren

Die Addition von Proportionen bedeutet das Auffinden zweier Zahlen, deren Verhdltnis
zueinander die vorgegebenen Verhdltnisse enthdlt. In der Praxis sieht das so aus: Man stelle
die gegebenen Proportionen in ihren kleinsten Zahlenwerten [vollstandig gekirzt] auf,
dann multipliziert man die vorderen Werte [termini antecedentes] miteinander und bildet
so aus zwei Werten den Vorderwert. Auf die gleiche Art bildet man auch durch die
Multiplikation der hinteren Werte den Hinterwert. Daraus ist ersichtlich, dass die Addition
von Proportionen sich nicht von der Multiplikation gewohnlicher Briiche [fragmenta]
unterscheidet.
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<90> Ein Beispiel: Zu addieren seien die Proportionen 16 : 6 und 18 : 12. Wenn man diese
Proportionen zuerst auf ihren kleinstzahligen Ausdruck reduziert, ergibt sich fiir 16 : 6 als
minimaler Ausdruck 8 : 3, den man oben hinschreibt. Der minimale Ausdruck fur die
Proportion 18 : 12 ist 3 : 2, was man unter den Bruchstrich schreibt, was dann so aussieht
(8 x3) /(3 x2). Oben erhélt man als Produkt 24, unten 6. Das Beispiel sdhe dann so aus:

(8x3)/(3x2)ergibt 24 : 6, das heillt 4 : 1.

Um die Sache auf die Musik anzuwenden, sollen das die Proportiones sesquialtera [3 : 2],
sesquitertia [4 : 3], sesquiquarta [5 : 4] und sesquiquinta [6 : 5] sein, das heilt, es handelt
sich um Quinte [diapente], Quarte [diatessaron], groRe Terz [ditonus] und kleine Terz
[semiditonus]. Man ordne diese Proportionen so an, wie man es unten sieht. Man
multipliziert die groReren Zahlen miteinander, also 3 x4 =12,12 x5 =60, 60 x 6 = 360. Das
ist die Summe der groReren Zahlen. Genauso multipliziert man die kleineren Zahlen
miteinander: 2 x 3 =6, 6 x4 =24, 24 x 5 = 120. Das sind die kleinere Zahl der Proportion.
Man erhalt nun die Proportion 360 : 120, eine dreifache Proportion, was die Konsonanz
»Oktave plus Quinte« [diapason cum diapente; 3 : 1] ist.

groRere Zahlen zu kleinere Zahlen
3 sesquialtera 2
4 sesquitertia 3
5 sesquiquarta 4
6 sesquiquinta 5
360 tripla 120

Die Grundlage fir diese Operation bezieht sich auf Satz V im achten Buch von Euklid, wo er
sagt, dass die MaRzahlen von zwei Flachen sich zueinander verhalten wie eine aus den
Seitenlangen gewonnene Zahl [ratio composita ex lateribus].

Ein Beispiel: Die beiden folgenden langlichen Rechtecke liefern uns zwei FlachengréRen. An
ihnen wird klar, dass die Proportion 8 : 3 aus unserem obigen Beispiel ¢c— ? . .
die Seitenlangen CB und CF des ersten Rechtecks bildet, und die |[—[—|—
andere, 3 : 2, die Seiten AC und AD des zweiten. Deutlich ist, dass die = [l F :
Flache des groReren Rechtecks CE, die 24 betragt, im Verhaltnis zur | e 484 5 auis joie
Flache des kleineren Rechtecks, die 6 betragt, in der vierfachen e o
Proportion steht, die aus zwei Proportionen zusammengesetzt ist. | _{_
Ebenso ergibt die Addition der Proportionen3:2und 2:1das Ergebnis |_
6 : 2, das heiRt 3 : 1 — also die Proportio tripla aus der sesquialtera o I g
[3:2] und der dupla [2 : 1] vor. So ergeben 2 : 1 + 2 : 1 die vierfache ! f.l I. ' i

Proportion [quadrupla] oder Doppeloktave.

%)
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Proposition |l

Eine Proportion von der anderen abziehen

Jetzt soll gezeigt werden, welche Proportionen (brig bleiben, wenn man Proportionen
voneinander abzieht. Mdéglich ist das nur, wenn die Proportion, die abgezogen werden soll,
kleiner ist als die, von der abgezogen wird, oder wenigstens gleich groR. Es liegt in der Natur
der Sache, dass nicht etwas GrofReres von dem abgezogen werden kann, was kleiner ist.
Die Bezeichnungen [denominatores] der Proportionen geben an, welche grofer und
welche kleiner ist. So ist leicht zu entscheiden, dass die Proportio dupla groRer ist als die
Proportio sesquialtera, dass wiederum die dreifache die doppelte Ubertrifft etc. Diese
Subtraktion ist leicht auszufiihren und entspricht der Division von Briichen. Denn wenn
man die Proportion, von der man etwas abziehen muss, durch die Zahlen der
abzuziehenden Proportion teilt, hat man die Aufgabe gel6st. So teilt man, wenn man die
Proportio sesquialtera 3 : 2 von der doppelten abziehen soll, <91> 2 : 1 durch 3 : 2 und
erhalt 4 : 3, die Proportio sesquitertia. Oder, was das gleiche ist, wenn man eine Quinte von
einer Oktave abzieht, muss notwendigerweise eine Quarte Ubrigbleiben, wie das im
Folgenden noch ausfiihrlicher gezeigt wird. Wenn man von der vierfachen [quadrupla]
Proportion 4 : 1 die Proportio sesquialtera 3 : 2 abzieht, bleibt die Proportion 8 : 3 Ubrig,
also die Proportio dupla superbipartiens tertias. So zieht man wiederum die Proportio
sesquitertia von der Proportio sesquialtera ab. Die Proportionen werden wie folgt
angeordnet:

3 Sesquialtera 2
X

4 Sesquitertia 3

8 Sesquioctava 9

oder ein Ganzton.

Man multipliziert sie also kreuzweise miteinander und erhalt 8 : 9, die Proportio sesqui-
octava, in welcher der Ganzton besteht. Wie die Addition der Proportionen der Multipli-
kation von Briichen gleicht, so die Subtraktion der Division von Briichen. Die sicherste
Probe der korrekten Subtraktion ist, wenn die Addition der sich ergebenden Proportion zu
der Proportion, die abgezogen wurde, wieder die Proportion herstellt, von der abgezogen
worden ist.
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Proposition Il

Proportionen multiplizieren

Man schreibe die Zahlen der zu multiplizierenden Proportion so oft hintereinander, wie der
Multiplikator die Zahl 1 enthalt. Darauf multipliziere man alle vorn stehenden Zahlen
miteinander. Es erscheint die vordere Zahl der gesuchten Proportion. Auf gleiche Art findet
man auch die hintere Zahl durch Multiplikation der hinteren Zahlen. Ein Beispiel: Die
Proportio sesquialtera soll mit 3 multipliziert werden. Man schreibt 3 : 2 dreimal auf diese
Weise: 3/2 3/2 3/2. Man multipliziert dann die Drei mit sich selbst, erhalt 9, multipliziert
diese wieder mit 3 und erhalt als Ergebnis die vordere Zahl der gesuchten Proportion [27].
Ganz gleich multipliziert man dann 2 x 2, erhalt 4, multipliziert das wiederum mit 2 und
erhalt 8, die hintere Zahl der gesuchten Proportion. Die eineinhalbfache Proportion mit 3
multipliziert ergibt also 27 : 8, die Proportio tripla supertripartiens octavas. Wenn man die
Proportion [3 : 2] verdoppelt, erhdlt man 2%,% die Proportio dupla sesquiquarta.

Daher ist deutlich, dass das Verdoppeln einer Proportion nichts anderes bedeutet als die
minimalen Zahlen der Proportion, wie man zu sagen pflegt, zu quadrieren. Und
Verdreifachen ist dasselbe wie im Kubik zu multiplizieren, mit 4 zu multiplizieren nichts
anderes als die Zahlenwerte, die man gemeinhin zensizensische oder quadrat-quadrierte
[quadrato-quadratus] nennt, zu finden. Und umgekehrt bedeutet »eine Proportion zu
halbieren« nichts anderes, als die Quadratwurzel ihrer Zahlen zu finden. Durch 3 zu teilen
heiRt dann, ihre Kubikwurzel zu finden. Durch 4 zu teilen, ist nichts anderes, als fir die
Zahlen der Proportion die zensizensische oder quadrat-quadrierten Wurzeln zu finden. Ein
Beispiel: Die Proportio dupla sesquiquarta zu halbieren bedeutet, die Quadratwurzel aus
2% zu ziehen, welche 1% ist. Danach ist [die gesuchte] Proportion benannt, namlich die
Proportio sesquialtera. Diese ist meiner Erfahrung nach bei vielen Gelegenheiten sehr
nitzlich, so dass ich mich doch dariiber wundere, weshalb etliche Leute, die durchaus
gelehrt tiber Zahlen schrieben, uns liberliefert haben, dass es die Natur der Sache verbiete,
Proportionen zu multiplizieren und zu dividieren. Vielleicht lasst sich zu ihrer Entschul-
digung sagen, dass sie nicht die Zahlen, sondern die Natur der Proportionen betrachtet
haben. Wie man namlich Blei, die Mischung aus Silber und Blei oder Gold und dhnliche
Arten von Dingen nicht »miteinander multipliziert¢, sondern nur deren Zahlenwerte, so
wird auch nicht die eine Proportion mit der anderen multipliziert, sondern nur deren
Zahlenwerte. Doch kann die Teilung von Proportionen sowohl durch Zahlen als auch durch
andere Proportionen geschehen. Die Sache erfordert also einen Modus, nicht nur die
Quadrat- und Kubikwurzeln zu finden, sondern auch die zensizensischen [vierte Wurzel],
die zensikubischen [fliinfte Wurzel], die zezensikubischen [siebte Wurzel] und die kubo-
kubi-kubischen [neunte Wurzel]. Um nicht gezwungen zu sein, etwas zu sagen, was sich
nicht an die vorausgegangenen Lehrsatze anschlieft und den folgenden zuwiderlauft,
haben wir uns den gesamten Stoff der algebraischen Halbierung fiir ein spezielles Werk
vorbehalten, <92> namlich fir die Ars combinatoria. Doch fir die Multiplikation und die
Division von Proportionen fligen wir noch einige Beispiele an.

Bei Kircher steht falschlich 2%. Aber (3/2)2 =9/4 = 2%,
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Proposition IV

Proportionen mit Briichen multiplizieren

Zuerst multipliziere man die Proportion mit dem Nenner entsprechend der eben
angegebenen Regel. Aus dem sich ergebenden Produkt ziehe man die Wurzel, welche
durch den Zahler [denominator minutiae] bezeichnet wird.

Beispiel:

81/16 soll mit % multipliziert werden. Zuerst nimmt man die vorgegebene Proportion hoch
drei, indem man 81/16, 81/16 und 81/16 miteinander multipliziert. Zahler und Nenner
hoch drei ergeben 531.441/4.096. Hat man dies gemacht, ziehe man aus beiden Zahlen die
Quadratwurzel der Quadratwurzel [vierte Wurzel] und erhalt 27/8 als die gesuchte Wurzel.
Wir nehmen die Quadratwurzel der Quadratwurzel, weil der Nenner, das heillt die 4, die
Quadratwurzel der Quadratwurzel bezeichnet, die 2 aber die Quadratwurzel und die 3 die
Kubikwurzel, wie dies in der cossischen Progression deutlich gezeigt wird.

Proposition V

Proportionen oder Verhaltnisse durch Proportionen dividieren

So wie eine Anzahl von Spannen [Palmorum] entweder durch die Zahl der Spannen oder
durch eine bloRe Zahl geteilt wird, so wird auch eine Proportion entweder durch die bloRe
Zahl oder durch die Proportion geteilt. Wenn eine Proportion von einer Proportion geteilt
wird, dann kommt heraus, wie oft die Zahl hineingeht, niemals aber die Proportion. Wenn
man namlich fragt, wie oft die teilende in der zu teilenden Proportion enthalten ist, kommt
immer ein »wievielmal« [quotiens] heraus, das nicht Proportion genannt werden kann.
Wird aber eine Proportion durch eine abstrakte Zahl geteilt, dann kommt als Ergebnis
immer eine Proportion heraus. Aber zur Sache:

REGEL |

So teilt man Proportionen durch Proportionen: Man subtrahiere die teilende von der zu
teilenden Proportion, bis Gleichheit hergestellt ist oder die Art der Proportion sich geandert
hat. Das Ergebnis ergibt sich aus den Einsen, die anstelle der Subtraktionsschritte
hingeschrieben werden. Denn pro Subtraktion wird eine Eins hingeschrieben.
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Beispiel fiir das Erreichen der Gleichheit

Ich will zum Beispiel 729/64 durch 3/2 teilen, das heilt durch die Proportio sesquialtera.
Also ziehen wir die teilende Proportion von der zu teilenden solange ab, bis die Gleichheit
erreicht ist. Wir zeigen das am Beispiel:

. 2 729 . 1.458 243

erste Subtraktion 3 64 ergibt —192 oder 32
- - 2 243 - 486 81
zweite Subtraktion 3 3 ergibt 96 oder 16
<93> dritte 2 a 81 ergibt 162 oder 27
Subtraktion 3 16 & 48 8
: . 2 27 . o4 )
vierte Subtraktion 3 3 ergibt Y oder 4
" , 2 ) . 18 3
flnfte Subtraktion 3 4 ergibt 12 oder 5

. 2 3 . 6 . .
sechste Subtraktion g - E ergibt g also  Gleichheit

Wann immer die Gleichheit auftritt, ist dies ein Zeichen dafiir, dass die teilende Proportion
die zu teilende ohne Rest teilt [numerare praecisé] und dass die teilende Proportion ein
bestimmter Teil der zu teilenden Proportion ist. Weil hier sechs Subtraktionen vollzogen
wurden, muss der Divisionsquotient 6 sein.

Ein anderes Beispiel, bei dem die Gleichheit nicht erreicht wird

Wenn es nicht zur Gleichheit kommt, sondern sich die Art der Proportion wandelt,
bedeutet dies, dass die teilende Proportion ein gewisser Teil der zu teilenden Proportion

ist, sie aber nicht ohne Rest teilt [non numerare]. Es sei zum Beispiel 2187/128 durch 27/8
zu teilen:

. 8 2.187 . 17.496 81

erste Subtraktion >7 —128 ergibt 3.456 oder 16
. . 8 81 . 648 3
zweite Subtraktion >7 16 ergibt —432 oder 5
: : 8 3 . 24 4
dritte Subtraktion >7 5 ergibt 54 oder 9

Hier erkennt man, dass die Art der Proportion sich geandert hat. Das Ergebnis ist namlich
eine Proportion der kleineren Ungleichheit, weshalb die dritte Subtraktion nicht erlaubt
war. Da also zwei Subtraktionen gemacht wurden, ist der Quotient 2. Es bleibt ein Rest von
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3/2. Diese Proportion ist der dritte Teil der teilenden Proportion.9 Die Teilung insgesamt
ergibt also 21/3. Zwischen 2.187/128 und 17/8 besteht die Proportio dupla sesquitertia.

REGEL Il

Proportionen durch ganze Zahlen teilt man so: Man ziehe aus beiden Zahlenwerten der
Proportion die Wurzel, die der Divisor angibt.

729/64 geteilt durch 2 ergibt so 27/8. 729/64 geteilt durch 3 ergibt 9/4. 729/64 geteilt
durch 6 ergibt 3/2.

REGEL Il

Proportionen durch Briiche [minutiae sive numeri fracti] teilt man so: Man vertauscht
Zahler und Nenner des teilenden Bruchs und verfahrt gemall der Regel fir die
Multiplikation mit Briichen, die oben angegeben ist. Ich will zum Beispiel 27/8 durch %
teilen. Also schreibe ich die Proportion viermal hintereinander (also 27/4, 27/4, 27/4, 27/4),
was miteinander multipliziert 531.441/4.096 ergibt. Dann zieht man aus beiden Zahlen des
Ergebnisses die dritte Wurzel (denn »3« steht fir die Kubikwurzel) und erhalt 81/16. 27/ 8
geteilt durch % ergibt also 81/16.

<94>
Kapitel IV

Die irrationalen Zahlen

Dain der Musik oft irrationale Zahlen erwahnt werden, durch welche Konsonanzen halbiert
werden, scheint es mir, bevor wir weitergehen, fiir die vollstandige Erkenntnis der
musikalischen Dinge gut, diese hier zu erklaren und zugleich anzugeben, wie man sie
addiert, subtrahiert, multipliziert und dividiert.

Rational sind all die Proportionen, deren Zahlenwerte kommensurabel sind. Wenn die
Zahlenwerte aber inkommensurabel sind, sind sie irrational. Deshalb steht jede
Quadratwurzel [numerus medialis] zu einer rationalen Zahl in einer irrationalen Proportion.
Aber nicht jede Quadratwurzel [Medialis] zu einer anderen Quadratwurzel, weil die \Q
[Quadratwurzel von, im Folgenden: \/] 6 zur \24 in einer rationalen Proportion steht,
namlich in der doppelten.10 Wann immer ein Zahlenwert einer irrationalen Proportion
irrational ist, muss der zweite Zahlenwert derselben Proportion auch irrational sein. Das ist
jedoch zu bekannt, als dass es dafiir eines Beispiels bediirfte.

9 Also ¥(27/8). Insofern ist 27/8 hier 2% mal enthalten.

10 V24=2x6
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Irrationale Proportionen sind Bruchteile rationaler Proportionen. So ist zum Beispiel die \6
zur V2 ein Bruch der dreifachen Proportion: Es handelt sich dabei um die Halfte der
Proportio tripla oder der Oktave mit Quinte. So ist 6 zu ¥432 der dritte Teil der Oktave oder
der Proportio dupla, wie es aus der Regel hervorgeht, welche die Benennung der
Proportionen vorschreibt. Wenn namlich der groRere Zahlenwert durch den kleineren
geteilt wird, wird die Proportion nach dem Quotienten dieser Teilung benannt. Wenn ¥432
zum Beispiel durch 6 (oder ¥216) geteilt wird, ergibt sich als Quotient ¥2. Die Zahl 2
bezeichnet eine doppelte Proportion, das Wurzelzeichen \ den dritten Teil der genannten
Proportion. Mehr dazu in unserer Algebra.

Daher wird, wenn man [zwei] beliebige rationale Zahlen nimmt und vor sie das Zeichen der
Quadratwurzel schreibt, die Proportion zwischen jenen zwei rationalen Zahlen in zwei
gleiche Proportionen aufgeteilt. Ein Teil dieser Teilung lasst sich durch Zahlen so darstellen:
3 : 2 hat die Proportio sesquialtera. Aber V3 142 ergibt die Halfte der Quinte oder der
Proportio sesquialtera. Und in dhnlicher Weise muss man adhnliche Falle verstehen. Wie
Y3 : Y2 den dritten Teil der Quinte oder des Eineinhalbfachen ergibt, so ergibt 43 : 42 den
vierten Teil der gleichen Proportion, und die *v3 : >vV2 ergibt % der eineinhalbfachen
Proportion. Und so ist es ebenso leicht, eine irrationale halbierende Proportion irgendeiner
gewiinschten Benennung gemaR aufzustellen, wie es ist, die gewilinschte Proportion zu
benennen. Wenn zum Beispiel der sechste Teil der Proportio tripla supertripartiens quintas
[38/5]"" gefordert wird, dann finde ich im zweiten Quotienten (der ja die Proportion
benennt, hier also 3%/) die beiden Zahlen 8 und 5. Vor diese Zahlen setze ich dann das
Zeichen fur die sechste Wurzel, also die V8 : ®V5, und habe damit den sechsten Teil der
Proportio tripla supertripartiens quintas gefunden.

Der Algorithmus fir die weiteren irrationalen Proportionen beruht auf den gleichen sechs
Regeln wie der Algorithmus fiir die rationalen, also scheint hier zum Verstandnis nichts
weiter erforderlich, als einige Rechenbeispiele kurz anzufiigen.

<95>
Beispiel fir Addition Beispiel fir Multiplikation

V18 6 9 V18 9

— plus — ergibt — — verdoppelt ergibt —

2 \2 1 2 2

Beispiel fiir Subtraktion Beispiel fiir Division

6 9 V18 3| 9 9 18
— minus — ergibt — oder — halbiert  ergibt \  — oder —
\2 1 2 V2| 2 2 2

Der Leser beachte, dass wir bisher die Proportionszahlen gleichsam nur abstrakt behandelt
haben. In den folgenden Kapiteln des dritten Buchs wollen wir zeigen, wie die eben
behandelten Proportionen durch den musikalischen Algorithmus auf die Téne der Musik
angewendet werden miissen.

u Eine Proportio tripla supertripartiens quintas wire eigentlich 18/5. Da Kircher hier »3%/5« (= 23/5)

schreibt, miisste er von einer Proportio quadrupla supertripartiens quintas sprechen.
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Kapitel V

Die musikalischen Intervalle

Hinsichtlich des musikalischen Klangs [sonus harmonicus] missen insbesondere flinf Dinge
beachtet werden:

l. Der Zustand oder die Spannung [tensio] der Stimme, was die Griechen tdolg
[tasis] nennen, dem gemal eine Stimme oder eine Saite in einem zum Gesang
geeigneten Ton [tonus] eingerichtet wird.

I. Die Anspannung [intensio] der Stimme — auf Griechisch énitaolg (epitasis),
wenn sie sich vom einem tiefen zum einem hohen Ton bewegt.

Il. Die Entspannung der Stimme — auf Griechisch dveoig (anesis), wenn sie sich von
einem hohen zum einem tiefen Ton bewegt.

V. Aus Anspannung entsteht die Hohe der Stimme.

V. Aus Entspannung die Tiefe.

Aus der Mischung der Klange entstehen die verschiedenen Intervalle oder Staotrpata
(diastémata), weil ein Intervall nichts anderes ist als der Abstand zwischen einem hohen
und einem tiefen Ton. Aus ihrer Kenntnis besteht das gesamte musikalische Tun — zu Recht,
wie im Verlauf dieses Werks offenkundig werden wird. Denn weder Musik noch Harmonie
kénnen ohne diese Intervalle begriffen werden.

Man unterteilt die Gesamtheit der Intervalle in harmonische [concinnum] und
unharmonische [inconcinnum]. Wie die harmonischen — auf Griechisch éuueAAf] (emmelae)
— fiir die Harmonie geeignet sind, so sind die unharmonischen — auf Griechisch ékpueAAi
(ekmelae) — fiir die Musik nicht geeignet. Diese betrachtet der Musiker akzidentiell [ex
accidente], um sie zu verwerfen, jene hingegen an sich [per se], damit er sie beibehalt oder
die unharmonischen durch harmonische ersetzt. Von den harmonischen Intervallen gibt es
zwei Arten, konsonante und dissonante. Konsonant sind solche, welche die Ohren mit
einem siiBen Zusammenklang libergieRen. Die dissonanten, die einen unangenehmen
Zusammenklang anbieten, sind dennoch fir die musikalischen Zahlen geeignet.

Nach Einschatzung unserer Zeitgenossen [iuxta Neotericorum placita] gibt es 15 groRe und
funf kleine Intervalle. GroRe Intervalle sind solche, die aus ganzen Ténen und Halbténen
gebildet werden, kleine sind solche, die nur Teile von Tonen und Halbtonen sind. Zuerst soll
Uber die grolRen Intervalle, dann lber die kleinen gesprochen werden. Es gibt also 15 grol3e
Intervalle: den Einklang [Unisonus] (den wir gleichsam als ein Prinzip der Intervalle
verstehen, und daher von der Bestimmung des Intervalls als Abstand zwischen einem
hohen und einem tiefen Ton ausnehmen), den Ganzton [Tonus], den Halbton [Semitonium
minus], die grofie Terz [Ditonus], die kleine Terz [Semiditonus], den Tritonus, die Quarte
[Diatessaron], die Quinte [Diapente], die verminderte Quinte [Semidiapente], den Halbton
mit Quinte [Semitonium cum diapente], die grofSe Terz mit Quinte [Ditonus cum diapente],
die kleine Terz mit Quinte [Semiditonus cum diapente], <96> die Oktave [Diapason] und die
verminderte Oktave [Semidiapason]. Die Ubrigen Intervalle wie die Oktave mit Quinte
[Diapason cum diapente], die Doppeloktave [Bisdiapason] und d&hnliche
Zusammensetzungen wollen wir Gbergehen, da sie das gleiche sind wie die einfachen
Intervalle. Doch der Ordnung halber wollen wir jedes Intervall erklaren.
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Einklang

Ein Einklang ist die Wiederholung ein und desselben Tons, ganz ohne jede Abweichung
nach oben oder unten. Er ist in der Musik dasselbe, was in der Geometrie der Punkt, in der
Arithmetik die Eins und im Kreis der Mittelpunkt ist. Aus ihm ergeben T T
sich alle anderen Arten von Konsonanzen. Es ist auch die erste gg = E—:E_;
Mischung der Téne von denen, welche der [Hor-]Sinn wahrnimmt, = e d s -_—-j
und entsteht durch gleiche Klange von derselben Spannung oder S
Tonhohe [tonus]. Auf Griechisch nennt man ihn (codwvog
(is6phdnos). Dass er von allen Klangen am leichtesten erkennbar ist, lasst sich eindeutig
begriinden. Denn es ist ja viel leichter, denselben oder einen ahnlichen als einen
unterschiedlichen oder ungleichen Ton zu singen. Das bekommt jeder Bauer hin, und alle
Knaben und Madchen machen es so, wenn sie tanzen, von der Natur selbst angeleitet. Auch
die im Singen vollig unerfahrenen Menschen probieren es auf diese Art. Er steht in der
Proportion der Gleichheit und verhalt sichwie 1:1,2:2,3:3,4:4 und so weiter.

Vnifonus.

Was ist ein Ganzton?

Nachdem wir den Einklang untersucht haben, wollen wir nun von den unvollkommenen
Intervallen zu den vollkommenen wie auf einer Tonleiter [per gradus quosdam tonice]
voranschreiten.

[I.] An erster Stelle soll der Ganzton [tonus] stehen, der nichts anderes ist als ein
musikalisches Intervall, durch welches sich eine Stimme von einer Note zur unmittelbar
benachbarten Note auf- oder absteigend bewegt, wie etwa von ut zu re oder von re zu mi.
(Ausgenommen sind hierbei die miteinander verbundenen mi und fa: Diese Klange haben
namlich keinen Ganzton zwischen sich, sondern weniger als dessen Halfte. Aber
voneinander getrennt oder mit anderen verbunden, ergeben sie genauso einen Ganzton
wie andere auch. So von mi zu re oder von fa zu sol.) Das stellten die Griechen durch zwei
beliebige Saiten dar, ausgenommen jene Saiten, die den kleinen Halbton zwischen sich
tragen, wie spater erklart werden wird. Dieses Intervall eines Tons ergibt sich aus der
Proportio sesquioctava, es verhalt sich wie 9 : 8. Es besteht aus einem groRen und einem
mittelgroflen Halbton, was wir gleich zeigen wollen. Die Formen der Halbtone werden in
ihren kleinsten Zahlenwerte wie folgt gesetzt:

15 : 16 - groRer Halbton
128 : 136 - mittlerer Halbton

Dann multipliziere man Zahler und Nenner jeweils miteinander und teile beide Ergebnisse
bis zum minimalen Ausdruck [divisa per minimum divisorem utrique producto
communem]. Heraus kommt als Quotient 8 : 9, der gesuchte grofle Ganzton. Hier freilich
betrachten wir den groRen Ganzton. Wenn wir den kleinen betrachten wiirden, so hatte er
die Proportio sesquinona [1'/%], er verhalt sich also wie 10 zu 9. Er setzt sich aus einem
groRen und einem kleinen Halbton zusammen. Das wird so (iberprift:
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16 : 15 - groRer Halbton
25 : 24 - kleiner Halbton

Da die Form der Halbt6ne so ist, wie hier dargestellt, multipliziert man 16 mit 15 und dann
25 mit 24 und reduziert das Ergebnis auf den kleinsten Ausdruck.’? Dann kommt der
gesuchte kleine Ganzton mit 9 : 10 heraus. In Musiknoten sieht das so aus:

Tonus fecunda perfe&a, proport. {efqulo&auae

Tonus Tonus Tonus Tonus |

=4 ' “ -
'!’}- Ll PRECEISS oo ,--~— Ty, | “j

o A — S——— .g-.. -1 — ot
Y = u.l~§~=--,x = '-E-n—-- I--— —— :/.

vere , remi femit. fafol foll,.

Was ist ein kleiner Halbton?

. Ein kleiner Halbton oder eine unvollkommene Sekunde ist ein musikalisches Intervall mit
der Proportio sesquivigesima quarta, es verhalt sich wie 24 : 25. Dadurch bewegt sich eine
Stimme von mj zu fa, und dieses Intervall ist von so groRer Bedeutung, dass sich darauf wie
auf eine Basis oder ein Fundament die Spannweite und der Reichtum der ganzen Musik zu
stiitzen scheinen, was im Folgenden ausfiihrlich untersucht wird. Dieses Intervall wird bei
den Griechen im Tetrachord Umat@v [hypaton] durch die Saiten Hypate und Parhypate, im
Tetrachord 6ielevypévwy [diezeugmenon] durch Paramese und Trite, im Tetrachord
UnepBoledv [hyperboleon] durch Nete-6ielevyuévwy [diezeugmenon] und Trite-
UnepBolawv [hyperbolaion] ausgedriickt, die <97> alle im Folgenden ausfihrlich erklart
werden.

Die kleine Sekunde wird in Musiknoten so ausgedriickt:

Semitonium minus fiue fecunda minor .

L 4

— =BT e L
S s Sove S »” T E | o et e [ e e e
mi fa mi fa fa mi fa mi

Ditonus

[Il. Der Ditonus oder die vollkommene [grof3e] Terz ist ein musikalisches Intervall, das in der
Proportio sesquiquarta [>/4] besteht und sich wie 5 : 4 verhilt. Bei ihr geht die Stimme vom
Einklang zwei Ganztone aufwarts oder abwarts. Man nennt sie auch »groRe Terz« oder
»enharmonische Terz«. Sie setzt sich aus einem grofRen und einem kleinen Ganzton
zusammen, was sich so beweisen lasst: Man multipliziert die Proportionen beider Téne

12 Das ist falsch. Multipliziert werden muss 16 x 25 und 15 x 24, was 400/360 = 10/9 ergibt.
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miteinander, und der kleinste gemeinsame Teiler ergibt als Quotienten 4/5, das ist der
gesuchte Ditonus, wie man sieht.

x — = — > 3 als gemeinsamer Teiler: —

Diese Terz haben auch die modernen Musiker, die entgegen der Meinung der Pythagoraer
auf Vernunft und Erfahrung vertrauen, eingefiihrt. Dieses Intervall stellt im
enharmonischen Tongeschlecht den Abstand zwischen den Saiten Nete und Paranete dar.
Wir haben den Charakter dieses Intervalls in der Musica arithmetica als Nummer Il
dargestellt. In Musiknoten wird es so ausgedruickt:

Ditonus .
e 5.
x:.:-—. -~ ——-——?—4——-0-—. f.—e——-—-—- t— - o
""--—-v- T ———— et P e by { Q— —
~:~_~~‘N—-~h~: 25 — P

fa la fa la la fa la fa

Was ist der Semiditonus?

IV. Der Semiditonus wird auch unvollkommene oder kleine Terz, kleiner Trihemitonum,
chromatische Terz und anders genannt. Er ist ein musikalisches Intervall, durch das eine
Stimme sich vom Einklang auf- oder abwarts einen Ganzton und einen mittleren oder
kleinen Halbton entfernt. Er besteht in der Proportio sesquiquinta und verhalt sich wie 6 zu
5. Er besteht aus einem groRen Ganz- und einem grofRen Halbton, was so bewiesen wird:
Man multipliziert die Zahlenwerte des groflen Ganz- und des groRen Halbtons miteinander
und teilt das Produkt durch den kleinsten gemeinsamen Teiler. Ubrig bleibt dann der
Quotient 6/5. Es gibt zwei Gestalten davon, namlich von re nach fa und von mi nach sol.
Durch diese Konsonanz werden die Saiten Nete und Paranete im chromatischen
Tongeschlecht geschieden.

9 8 grofler Ganzton
p— X J—
16 15 groRer Halbton
144 : 120 kleine Terz
3 Teiler
Wourzelzahl des
6 .
Semiditonus
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In Noten wird das so dargestellt:

Semiditonus fiue Tertia Minor .

——l
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Was ist ein Tritonus?

V. Der Tritonus, die groRe oder harte Quarte, ist fiir das diatonische Tongeschlecht
ungeeignet. Dies ist ein musikalisches Intervall, bei dem die Stimme sich drei Ganztone auf-
oder abwarts bewegt. »Tritonus« nennt man es, <98> weil es aus drei Ganztdnen besteht
und in der Proportion sich wie 45 zu 32 verhalt. In Noten wird es so dargestellt:

Tritonus .

Qindm)Q --.-_._.....JP molh 32 .
B e, =
— 2 o e e L% "4 6 —~
e K 1 e oy [l Y i
o o ks A5 L =
———--——!‘j"n "3 ] e el s - - Y— ’

fa mi- mifa fa mi mi fa

Diatessaron

VI. Die Diatessaron oder Quarte (sie wird auch »Tetrachord«, »Numerus epitritus« [ein
Ganzes und ein Drittel enthaltende Zahl], »kleinste [vollkommene] Konsonanz«, »erster
Zusammenklang« oder »erste Harmonie« genannt) wird aus einem groRen Ganzton, einem
kleinen Ganzton und einem grofRen Halbton gebildet. Bewiesen wird das wie oben. Sie ist
ein musikalisches Intervall, bei dem sich die Stimme lber zwei Ganzténe und einen kleinen
Halbton auf- oder abwarts bewegt. Es besteht ndamlich aus zwei Ganzténen und einem
Halbton in der Proportio sesquitertia und verhalt sich wie 4 : 3. Sie ist die Seele der
gesamten Musik. An ihr scheiden sich alle harmonischen Systeme. Man stellt sie in Noten
so dar:

Diateflaron fiue Quarta.

= S S SEm—s
St Sy =
vt fa re fol mila vt fa re fol mi la P

Diapente

VII. Die Diapente oder die vollkommene [reine] Quinte ist ein musikalisches Intervall, bei
dem sich die Stimme vom Einklang auf- oder absteigend Uber drei Ganzténe und einen
kleinen Halbton oder Gber zwei grofle und einen kleinen Ganz- und einen groRen Halbton
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bewegt. Es besteht in der Proportio sesquialtera und verhalt sich wie 3 : 2. Nach der
[Proportio] dupla oder der Oktave ist es die edelste aller Konsonanzen. Man nennt es auch
Pentachordum, Hemiole oder noch anders. In Noten stellt man sie so dar:

- Diapente fiue Quinta,
S i P, o e s 0 o -
CEE e
e v ™ :
re: la vt fol re la mi mi fa fa vt fol '

Semidiapente

VIIl. Die Semidiapente oder unvollkommene, verminderte Quinte ist ein musikalisches
Intervall, bei dem sich die Stimme Uber zwei Ganz- und ebenso viele kleine Halbtone
bewegt. Man nennt es landlaufig auch die Quinta falsa [falsche Quinte], und sie wird von
den Musikern nur in bestimmten Fallen zugelassen. Sie verhalt sich wie 64 : 45. Man stellt
sie in Noten so dar:

Semidiapente fiue quinta falfa. |

g By ¢ b @ —.!.b.-.euﬁl-a— —— g, S Py 1y GG | g s, P e, —_.‘-&.Q—— /// ‘
e T e e T T
;; "E“F:-—n-:.—.-—__ S o oy by Doy S | ey e o ] -_.—-..—n" ‘
mi f: i mi fa fa mi mi fa
1 fa a mi : S
<99>

Das kleine Hexachord

IX. Das »kleine Hexachord«, die unvollkommene Sexte oder der Halbton mit Quinte [kleine
Sexte] ist ein musikalisches Intervall, bei dem sich die Stimme (ber die drei Ganzténe und
zwei kleinen Halbtone, aus denen es besteht, auf- oder abwarts bewegt. Es besteht in der
Proportio supertripartiens quintas und verhalt sich wie 8 : 5. In Noten wird es so dargestellt,
wie es das Beispiel zeigt:

- Hexachorden fiue fexta minor.

e P e — — a -—ae— — Q
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Das grol3e Hexachord

X. Das »grofle Hexachord« oder die vollkommene Sexte, der Ganzton mit Quinte [groRe
Sexte] ist ein flr die Harmonie gleichsam unpassendes musikalisches Intervall, bei dem sich
die Stimme auf- oder abwarts (iber vier Ganzténe und einen kleinen Halbton bewegt. Es
besteht in der Proportio super[bi]partiens tertias und verhalt sich wie 5 zu 3. Es wird von
den Alten durch die Saiten Hypate — Meson dargestellt, wie folgt:

Hexachordon maius , fexta maior prohibita,

T '
LAy o R A AL S § — a—— | — ety T < — L Sy
o — SRRt b PSS, IR, GRS —— T3
[S— o X A

T e i

Ditonus mit Diapente

XI. Der Ditonus mit Diapente (groRe Terz mit Quinte), die grofRe Septime, ist ein Intervall
aus funf Ganztonen und einem kleinen Halbton. Sein Aufstieg geht von C nach & (b mi). Zur
Oktave fehlt ein kleiner Halbton, gegeniiber der unvollkommenen Oktave, der
Semidiapason, steht ein Komma mehr. Dies ist ein musikalisches Intervall in der Proportio

superseptupartiens octavas und verhalt sich wie 15 : 8. Wie es in Noten ausgedriickt wird,
sieht man hier:

. D_itonus cum Diapente, feptima maior; interuallum prohibitum.

~\ P — — iy

b

e o o \

T P Wt e Y S ' m—ﬁ- ‘ NS, \ A | —— : o
vt mi mi vt

Semiditonus mit Diapente

XIl. Der Semiditonus mit Diapente (kleine Terz mit Quinte), die kleine Septime, ist ein
musikalisches Intervall, bei dem die Stimme sich vom Einklang lGber vier Ganzténe und zwei
kleine Halbtone bewegt, zum Beispiel von D nach C. Ihm fehlt zur Oktave ein Ganzton. Es

besteht in der Proportio superquadrupartiens quintas und verhalt sich wie 9 zu 5. Zum
Beispiel:

Semiditonus cum Diapente feptima minor ,

—
~ \_ e
\:::\. 'Dm-—---xn‘. .A-.:-—'--@ v :2 . —‘:
e 3 = — =
""'---6- -:----.--.Q-.----. : yous \“ AR 599 b )
te fa mifol fa re fol mi
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<100>
Diapason

XIll. Diapason ist die Konigin aller Konsonanzen, sie fasst in sich alle bisher genannten
Intervalle. Die vollkommene Oktave ist ein musikalisches Intervall, das aus Quinte und
Quarte besteht, bei dem sich die Stimme um finf Ganzténe und zwei kleine Halbtone
bewegt. Es ist der menschlichen Stimme eingegeben, weil ja nichts leichter fallt, als eine
Oktave zu singen. Das ist bei Knaben zu bemerken, die sofort in der Oktave singen, wenn
ihr Lehrer sie auffordert, denselben Ton wie er zu singen, wobei sie glauben, den gleichen
Ton zu singen. Die Oktave besteht in der Proportio dupla, welche die erste der ungleichen
Proportionen ist und der Gleichheit am nachsten kommt, genau wie die Oktave dem
Einklang. Dariliber wird ausfihrlich in unserer Musica physiologia gesprochen.

Semidiapason

XIV. Semidiapason, oder unvollkommene [verminderte] Oktave, ist ein musikalisches
Intervall, bei dem die Stimme sich um vier Ganz- und drei kleine Halbténe bewegt. Sie wird
in Musiknoten so dargestellt:

Diapafon fiue o&tava. Semidiapafon, oltaua imperfelta.,

W R SR T T J
= o vad ittt et e “?:.:-:::-g o lien .~
s f ey 7 , ':I”:Ij" s 41,_--_.._-.:‘::-_-__.- R | AR
:}4“':-6.—-_".- ..-0.:-—--- --:Q----——:.. j--..‘ .‘\ ‘ : ‘-v‘-'-l - “ LT ---g."'/

re {ol mi la fa fa fa- fa

Alle Konsonanzen sind in der Sechsheit enthalten

Aus dem Gesagten geht hervor, dass alle richtigen Konsonanzen in den ersten sechs Zahlen
gefunden werden kénnen.™ Die Oktave findet man in der Proportio dupla, also 2 : 1, die
Quinte in der Proportio sesquialtera, also 3 : 2, die Quarte in der Proportio sesquitertia,
also 4 : 3, die Terz in der sesquiquarta, also 5 : 4, die kleine Terz in der sesquiquinta, also
6 : 5. Und wie Quinte und Quarte gemeinsam die Oktave ergeben, so die grofle Terz mit
der kleinen Terz die Quinte, wie bald deutlich werden wird. Das gilt nicht nur fir die
einfachen Konsonanzen, sondern auch fir die zusammengesetzten. Denn 6 : 5 ist die kleine
Terz, 6 : 4 die Quinte, 6 : 3 die Oktave, 6 : 2 die Oktave mit Quinte, 6 : 1 die Oktave mit
Quinte. 5 : 4 ist die groRe Terz, 5 : 3 die grolle Sexte [Hexachordum maius] oder grolRe Terz
mit Quarte, 5 : 2 die Oktave mit Quinte, 5 : 1 Oktave mit grofRer Terz. 4 : 3 ist die Quarte,
4 : 2 die Oktave, 4 : 1 die Doppeloktave. 3 : 2 ist die Quinte, 3 : 1 Oktave mit Quinte, 2 : 1
Oktave, wie es das folgende Schema zeigt:

B Vgl. Zarlinos Senario in den Istitutioni harmoniche.
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6 : 1 — Oktave plus Quinte 5:1 - Oktave plus Terz 4 :1- Doppeloktave
6 : 2 — Oktave mit Quinte 5:2 — Oktave plus Quinte 4 :2 - Oktave

6 : 3 — Oktave 5:3 —grofRe Sexte 4 :3 —Quarte

6 : 4 — Quinte 5:4 —groRe Terz 4 :4 - Einklang

6 :5—kleine Terz 5:5—Einklang

6 : 6 — Einklang

3 :1 - Oktave plus Quinte 2 :1 - Oktave 1:1-Einklang
3:2—-Quinte 2 : 2 —Einklang

3 :3 —Einklang

<101>

Ein Beispiel, das alle musikalischen Proportionen bindig darstellt

. - o
1 2 | F o] ] 5 ] 6
gl l | | |
3 4 5 6 7 8 9 10,04 3ok iz
Ciqmil Selquiter |Sed uiquarsefquiquin Sefquilex- Od\gllllup | setquios | Sefquine [Selgiudeci !:,e{quiundcci.
Em tia ’ fa i ta | ta tima &ava a2 , m ma
« Diapafon | Diapente | Diateflaron | Ditonus . | Semiditonus

Man sieht, wie in dieser Tabelle die Zahlen der superpartikularen Reihe angeordnet sind.**
Darin findet man nicht nur tatséchlich die Form aller einfachen Konsonanzen, sondern auch
der gemischten und zusammengesetzten. Gewiss ist in diesem einzigartigen Beispiel eine
gottliche Macht der Zahlen verborgen. Wenn man diese Tabelle weiter fortfihren wiirde,
wirde man nicht nur die schon beschriebenen Konsonanzen, sondern auch noch die
kleinsten Intervalle erkennen kénnen. Wir haben diese Tabelle nach dieser Methode
geordnet, so dass in der ersten Zeile die sechs natiirlichen Zahlen in ihrer Reihenfolge
stehen, in der zweiten Zeile, wie man sieht, die natiirlichen Zahlen von der Zwei angefangen
bis zur Zwolf in Reihenfolge. Wenn man diese Zahlen korrekt untereinander anordnet,
erkennt man unfehlbar die Proportionen aller bisher besprochenen Konsonanzen, wobei
besonders wunderbar ist, dass die Zahlen, die direkt Gbereinander stehen, immer in der
Proportio dupla stehen. Betrachtet und kombiniert man sie entsprechend der natiirlichen
Reihenfolge, ergeben sich superpartikulare Proportionen; werden sie aber diagonal
angeordnet, ergeben sich superpartikulare und superpartiente Proportionen.

14 . . .
Sie entwickelt sich also Ny, = Np+1.
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Kapitel VI

Die kleinen Intervalle

1. Der groBe Ganzton, auch »groRe Sekunde« und »Sesquioctava« genannt, ergibt sich als
Intervall aus dem Uberstand der konsonanten Quinte gegeniiber der Quarte. Bei ihm
bewegt sich die Stimme von ut nach re oder von sol nach /a, wie oben gezeigt. Ich habe
gesagt, dass der Ton durch den Uberstand von Quinte und Quarte entsteht, denn die
Proportionen sesquialtera und sesquitertia unterscheiden sich durch die Proportio sesqui-
octava; 6 : 9 ist die Quinte, 6 : 8 die Quarte, ihre Differenz also ist 8/, die Proportio sesqui-
octava oder der grofRe Ganzton.

2. Der kleine Ganzton wird auch »Sekunde« und »Sesquinona« genannt. Er steht in dieser
Proportion und muss entweder als kleinerer Teil der grof3en Terz betrachtet werden, die in
einen groBen und einen kleinen Ganzton aufgeteilt ist (wie dies aus den Zahlen 8, 9, 10
deutlich wird"™) oder aus dem Uberstand der groRen Sexte gegen die Quinte. Die Proportio
superbipartiens tertias [3 : 5] oder die grolRe Sexte liberragt die Proportio sesquialtera
[2 : 3] um eine Proportio sesquinona, wie dies aus den Zahlen 6, 9, 10 deutlich wird. Man
kann den kleinen Ganzton auch als den Uberstand der Quarte gegeniiber der kleinen Terz
betrachten, denn die Proportio sesquitertia liberragt die sesquiquinta um eine sesquinona,
wie aus den Zahlen 12, 10, 9 deutlich wird.

3. Der groRe Halbton ist ein Intervall, das sich aus dem Uberstand ergibt, um den die Quarte
die grolRe Terz Uberragt. Da die Quarte in der Proportio sesquitertia [4 : 3], die Terz in der
sesquiquarta [4 : 5] besteht, muss dieses Intervall in der Proportio sesquidecimaquinta
[15 : 16] bestehen, wie dies aus den Zahlen 16, 15, 12 deutlich wird. Aus diesem Halbton
wird zusammen mit dem groRen Ganzton die kleinste [unvollkommene] Konsonanz
gebildet, die wir Semiditonus oder kleine Terz nennen.

4. Der kleine Halbton ist das kleinste Intervall, das sich aus dem Uberstand von
Konsonanzen ergibt, da er aus dem Uberstand der groRen Terz gegeniiber der kleinen Terz
besteht, <102> welches ja die letzten [kleinsten] Konsonanzen sind. Da die groRe Terz ganz
offensichtlich in der Proportio sesquiquarta [4 : 5] besteht, die kleine Terz aber in der
sesquiquinta [5 : 6], muss der kleine Halbton in der Proportio sesquivigesimaquarta [24 : 25]
bestehen, was aus den Zahlen 25, 24, 20 deutlich wird. Ob dieses Intervall mit dem
pythagoreischen Limma identisch ist, soll an anderer Stelle entschieden werden.

5. Digsis ist ein sehr kleines Intervall, das aus dem Uberstand entsteht, um den der groRRe
Halbton den kleinen lberragt. Da bereits gesagt wurde, dass der groRe Halbton in der
Proportio sesquidecimaquinta [15 : 16] besteht, der kleine in der Proportio sesquivigesima-
quarta [24 : 25], muss das Intervall der Diésis in der Proportio supertripartiens 125
[125 : 128] bestehen, wie es die Zahlen 120, 125, 128 zeigen.

6. Das Komma ist das kleinste wahrnehmbare Intervall. Es entsteht aus der Differenz von
groRem und kleinem [Ganzton]. Da der grofle Ganzton in der Proportio sesquioctava

1 8 :10 = groRe Terz; 8 : 9 = Ganzton; also 9 : 10 = Uberstand.
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besteht, der kleine in der Proportio sesquinona, muss daraus die Proportio sesquioctua-
gesima [80 : 81] werden, aus der nach unserer Behauptung das Komma besteht, was auch
durch die Zahlen 72, 80, 81 klar wird.

Da wir diese und dhnliche Intervalle im Folgenden ausfiihrlich behandeln wollen, erscheint
es mir UberflUssig, hier langer bei ihnen zu verweilen.

Die Teilung des Ganztons.

Hier bleibt nur noch Ubrig, gleichsam im Vorilbergehen die Teilung des Ganztons zu
erklaren. Man muss also wissen — wie es auch im Folgenden ausfihrlich erklart werden
wird —, dass ein Ganzton nicht in zwei gleiche Teile geteilt werden kann, weil eine
superpartikulare Proportion [(n+1) : n], in der auch der Ganzton steht, nicht in zwei gleiche
Teile geteilt werden kann. Der Ganzton steht in der Proportio sesquioctava und wird in den
groRen und den kleinen Halbton unterschieden. Die Griechen nannten den grofRen Halbton
anotounv [apotomén], den kleinen 8uowv [diésis] oder, wie die Pythagoreer, Aelupa
[leimma]. Der kleine Halbton zerfallt in zwei Diaschismen. Als Komma bezeichnet man das,
wodurch der groRe Halbton den kleinen liberragt. Eine Diésis selbst wird wiederum in zwei
Schismen unterteilt, wie es Philolaos meint.

Eine Diésis ist das Intervall, um das die Proportio sesquitertia [4 : 3] groRer ist als zwei
Ganzténe. Komma ist das Intervall, um das die Proportio sesquioctava grofRer ist als zwei
Diésen, d. h. kleine Halbtone. Schisma ist die Hélfte eines Kommas, Diaschisma ist nach
Philolaos die Halfte einer Diésis, also eines kleinen Halbtons. Dabei muss man wissen, dass
[der Begriff] »Diésis« hier einmal eigentlich, einmal uneigentlich gebraucht wird: eigentlich,
wenn man den Begriff flir einen kleinen Halbton verwendet, uneigentlich, wenn er von den
Alten fir ein Diaschisma gebraucht wird.

Der kleine Halbton hat nicht genau vier Kommata, aber mehr als drei. Wie auch der grol3e
Halbton nicht genau fiinf Kommata, aber mehr als vier hat, so ist [auch hier] klar, dass der
Ganzton mehr als acht Kommata hat und sie immer ausfillt, wie dies ausfiihrlich von
Boethius gelehrt wird in den Kapiteln 14 und 15 seines dritten Buches [von Inst. mus.]. Doch
soll dies durch das folgende Schema deutlicher werden.

Wie der kleine Halbton hier verstanden werden soll.

Damit fir den Leser hier kein Zweifel entsteht, was er unter »kleiner Halbton« verstehen
soll, soll er wissen, dass man den kleinen Halbton auf zweierlei Art auffassen kann:
entweder als Stufe im diatonischen oder im chromatischen Tongeschlecht. Als Stufe im
diatonischen Tongeschlecht nennt man ihn aus dem Grund »kleinen Halbton« oder
»Diésis« (wie ihn Boethius bezeichnet), weil er das kleinste natirliche Intervall in diesem
Geschlecht ist. Was seine Proportion 16 : 15 angeht, ist er jedoch groRer als der kleine
Halbton des chromatischen Tongeschlechts, der die Proportion 25 : 24 hat.

Von den Autoren wird er ohne Unterschied mal »grofRerer«, mal »kleinerer Halbton«
genannt. GroRRer ist er, wenn man ihn mit dem kleinen chromatischen Halbton vergleicht,
kleiner, wenn man das diatonische Tongeschlecht betrachtet, in welchem er das kleinste
Intervall ist. Das alles wollen wir hier entwirren, damit der Leser nicht durch
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unterschiedliche Termini verwirrt wird. Man sieht im folgenden Schema, dass der Ganzton
in neun Kommata geteilt ist, und dass davon auf den groRen Halbton finf, auf den kleinen
vier entfallen. Die Differenz zwischen groRem und kleinen Halbton betragt also ein Komma
oder eine Apotome. Man sieht auch, dass der kleine Halbton zwei Diaschismata und das
Komma zwei Schismen enthalt, deren Proportionen im folgenden Schema ersichtlich sind.

<103>

Typus diuifionis tonj .
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Kapitel VII

Die Herleitung der Intervalle

Nach der Definition der einzelnen Intervalle bleibt uns nur noch tbrig, kurz ihre Herleitung
in Augenschein zu nehmen. Das geschieht, indem wir zuerst die Proportion jedes einzelnen
Intervalls aufschreiben, beginnend mit dem kleinsten.
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Tabelle der Intervallproportionen in grundlegenden oder minimalen Werten
[in terminis radicalibus, seu minimis]

Komma 80 : 81
Diaschisma 160 : 162
enharmonische Diésis 128 : 125
Diésis / pythagoreisches Limma 243 : 256

pythagoreische Apotome 2.048 : 1.187

kleiner Halbton 25 : 24

groRer Halbton 16 : 15

kleiner Ganzton 10 : 9

groRer Ganzton 9 :8

kleine Terz 6 : 5

groRe Terz 5:4

Quarte 4 .3

Tritonus 45 : 32

verminderte Quinte 64 : 45

Quinte 3:2

groRe Sexte 5:3
kleine Sexte 8 :5
kleine Septime 9:5
groRRe Septime 15 : 8
Oktave 2 :1

<104> Hiermit kann man sehen, wie die Zusammensetzung, Teilung und der Uberstand der
einzelnen Intervalle mit den Mitteln der Arithmetik herausgefunden werden.

Proposition |

Herausfinden, um wie viel die kleine Terz
den grof3en und den kleinen Ganzton (iberragt

Erstens stellt man die Proportionen der kleinen Terz und des grofRen Ganztons in ihren
kleinsten Zahlenwerten auf, wie folgt.

Zweitens multipliziert man die Proportionen Uber Kreuz und erhalt 48 aus 6 x 8 und 45 aus
5x 9, wie man sieht.

Drittens suche man den gemeinsamen Teiler flr beide Produkte und erhalt so 3. Wenn man
beide durch 3 teilt, erhdlt man 16 und 15. Weil dies die Proportion des groRen Halbtons ist,
folgt notwendig, dass die kleine Terz den groen Ganzton um einen grofRen Halbton
Uberragt.
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Rechnung:

6 kleine Terz 5

X
9 groller Ganzton 8
45 48
3

gemeinsamer Teiler

15 kleiner Halbton 16

Proposition |l

Wenn man wissen will, um wie viel eine kleine Terz einen kleinen Ganzton (iberragt

Erstens: Man stelle die kleinsten Zahlenwerte der Proportionen so auf, wie man es sieht.

Zweitens: Man multipliziere sie tGber Kreuz und erhalt die Produkte 54 und 50. Das ist die
Proportio superbipartiens 25, die Gestalt eines groflen Halbtons und eines Kommas. Die
Produkte bringe man durch einen gemeinsamen Teiler auf ihre kleinsten Zahlenwerte.
Halbiert ergeben sie 27 und 25, die Proportio superbipartiens 25. Das ist, wie bereits gesagt,
die Proportion des groRBen Halbtons mit einem Komma, und zugleich der gesuchte
Uberstand, um den die kleine Terz den kleinen Ganzton {iberragt.

Rechnung:

6 5 kleine Terz

X

10 9 kleiner Ganzton

54 50 groRer Halbton mit Komma

27 25 das Gleiche in kleinsten Zahlenwerten
<105>

Proposition Il

Den Uberstand finden, um den die grof3e die kleine Terz iiberragt

Erstens: Man stelle die Proportionen beider Terzen in den kleinsten Zahlenwerten auf.

Zweitens: Man multipliziere sie kreuzweise und erhdlt 25 und 24, die Proportio
sesquivigesimaquarta, in der der kleine Halbton besteht, was dem gesuchten Uberstand
der grolRen Uber der kleinen Terz entspricht.
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Rechnung:

5 4 groRe Terz

6 5 kleine Terz

25 24 kleiner Halbton

Proposition IV

Den Uberstand der Quinte iiber dem Tritonus finden

Man stelle die Proportionen des Tritonus und der Quinte in den kleinsten Zahlenwerten
auf, multipliziere sie kreuzweise und erhalt 96 und 90, die Werte des groRen Halbtons in
groReren, zusammengesetzten Zahlenwerten. Wenn man diese durch einen gemeinsamen
Teiler teilt, also durch 6, ergibt das 16 und 15, die Proportio sesquidecimaquinta, in
welcher, ausgedriickt in kleinsten Zahlenwerten, der grofSe Halbton besteht.

Rechnung:

3 2 Quinte

45 32 Tritonus

90 96 groRer Halbton in groRen Werten
6 Teiler
15 16 groRer Halbton in kleinsten Werten

Proposition V

Den Uberstand der [reinen] Quinte iiber die verminderte Quinte finden

Man stelle, wie eben, die Quinte und die verminderte Quinte in ihren kleinsten Werten auf,
multipliziere sie kreuzweise und erhalt [135] und 128, also die Proportio superseptima-
partiens 128, in welcher der kleine Halbton mit einem Komma besteht. Das ist der gesuchte
Uberstand.

Rechnung:

64 45 verminderte Quinte

128 135 kleiner Halbton mit Komma
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<106>

Proposition VI

Nach Subtraktion der kleinen Septime von der grofSen bleibt als Rest ein kleiner Halbton

Man multipliziert beide Zahlen kreuzweise und erhalt 72 und 75, teilt beide durch den
gemeinsamen Teiler 3, das ergibt 24 und 25, den gesuchten Rest.

Rechnung:

15 8 groRe Septime

9 5 kleine Septime

72 75 kleiner Halbton in groRen Werten
3 Teiler

24 25 kleiner Halbton in Wurzelzahlen

Proposition VII

Durch Subtraktion der kleinen Terz von der grof3en verbleibt ein kleiner Halbton

Man multipliziert die Zahlen kreuzweise und erhalt 24 und 25, also den kleinen Halbton als
Rest.

Rechnung:

5 4 groRe Terz (Proportio sesquiquarta)

6 5 kleine Terz (Proportio sesquiquinta)

24 25 kleiner Halbton
(Proportio sesquivigesimaquarta)

Proposition VIII

Durch Subtraktion des grofen Ganztons von der kleinen Sexte
bleibt die verminderte Quinte (ibrig

Man multipliziert die Zahlen kreuzweise und das Ergebnis ist die gesuchte verminderte
Quinte.
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Rechnung:
8 5 kleine Sexte

9 8 groRer Ganzton
45 64 verminderte Quinte

Proposition IX

Durch Subtraktion eines grofen Halbtons von der Quinte bleibt der Tritonus
und durch Subtraktion des Tritonus von der Quinte bleibt der grofSe [Halb-]Ton

Rechnung I: Rechnung Il:
3 2 Quinte 3 2 Quinte
X X
16 15 grolRer Halbton [45] [32] [Tritonus]
32 45 Tritonus 90 96 [groRer Halbton]

Teilen durch 6
15 16

<107>
Proposition X

Durch Subtraktion der grofsen Terz von der Quarte bleibt der grofse Halbton

Rechnung:
4 3 Quarte

5 4 groRe Terz
15 16 groRer Halbton

Proposition XI

Wie man die Summe der Addition von grofiem und kleinem Ganzton bildet

Mochte man das Ergebnis der Addition eines groflen und eines kleinen Ganztons wissen,
so nehme man die kleinsten Werte der besagten Intervalle und multipliziere sie wie folgt
senkrecht, das heiRt: die oberen mit den unteren. So erhalt man die Produkte 96 und 72
und somit die groBe Terz in zusammengesetzten Werten. Wenn man diese durch den
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gemeinsamen Teiler auf den minimalen Wert bringt, erhalt man 5 und 4, die Proportio
sesquiquarta, welche der groRen Terz zukommt. Aus der Addition von groBem und kleinem
Halbton entsteht also die grolRe Terz oder der Ditonus.

Rechnung:
9 8 grolRer Ganzton u‘-_*—
10 9 kleiner Ganzton . SdRAURLD
90 72  groRe Terz jj:_:‘::
18 [Teiler] St
5 4 grolRe Terz 1

Proposition XII

Die Quarte setzt sich aus der kleinen Terz und dem kleinen Ganzton zusammen

Man nehme die Proportionen von kleiner Terz und kleinem Ganzton, multipliziere
[senkrecht] 6 mit 10 und erhalt 60; 5 mal 9 ergibt 45, die man darunter schreibt, wie gezeigt.
Wenn man nun diese Zahlen durch den gemeinsamen Teiler 15 teilt, ergibt das 4 und 3, die
Proportio sesquitertia, aus der die Quarte besteht, wie dies auch die Noten zeigen.

<108> Rechnung:
6 5 grolRe Terz

10 9 groRer Ganzton -S‘—ﬂ:: s :5—- —

60 45 Quarte I\ :9. bt

15 [Teiler] g g
4 3 Quarte B i el

Es muss dennoch verwundern, dass dieselbe Proportion ent- :_7:_;_:}:;: ]

steht, wenn man die grofRe Terz und den groRen Halbton mit-
einander vereinigt, wie folgt: Man nehme die Proportionen der groRen Terz und des groRen
Halbtons in den kleinsten Werten, addiere sie wie eben, teile durch den gemeinsamen

Teiler 20 und erhalt wie vorher 4 und 3, die Proportio sesquitertia, aus der die Quarte
besteht.
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Proposition XllI

Rechnung fiir die Herleitung der Quarte aus der grofien Terz und dem grofsen Halbton

5 4 grolRe Terz '_E*"-‘ s

16 15 groRer Halbton e PEFeES 1yt

80 60 Quarte in groReren bzw. zusammengesetzten .E:ﬁ: %, N i
Werten v St | | et | st

20 [Teiler] el o
4 3 Quarte in minimalen Werten _: ._.é-: o e

- —

Daraus wird klar, dass einige Intervalle, welche die modernen

Musiker in ihren [mehrstimmigen] Kompositionen [concentus] standig verwenden, nicht
vollkommen und richtig, sondern falsch sind. Denn sie sind gegeniiber den richtigen um ein
Komma zu groB und bestehen aus zwei groRen Ganzténen und einem groRen Halbton. So
driicken sie falsche Quarten aus, wie folgende:

JE i, “‘_'c'__xc _,‘

——n
—

&
)i

(. v | ——

Proposition XIV

Die Quinte wird aus der grofsen und der kleinen Terz gebildet

Man nehme die Proportionen der groBen und der kleinen Terz in ihren kleinsten Werten,
multipliziere sie und erhalt so 30 und 20. Geteilt durch den gemeinsamen Teiler 10 ergibt
das 3 und 2, also die Proportio sesquialtera, aus der die richtige Quinte besteht.

<109> Rechnung: Die Herleitung der Quinte oder Diapente

5 4 grolRe Terz

6 5  kleine Terz -l :8:[:@: :g:
30 20  Quinte in zusammengesetzten Werten  s-metel ::!:: T
10 [Teiler] bR e

- b anenn opmnn o —

3 2 Quinte in minimalen Werten

ll‘l
'!
|

] G [

R W 2

S B 1 { i @ —
54 .*- -

AERE TR
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Proposition XV

Dieselbe Quinte wird aus der Quarte und dem grofsen Ganzton gebildet,
wie es aus der Rechnung folgt:

4 3 Quarte

9 8 grolRer Ganzton

36 24 Quinte in zusammengesetzten Werten
12 [Teiler]

3 2 Quinte in minimalen Werten

Daraus wird ersichtlich, dass die Quinten, wie sie in den folgenden Noten ausgedriickt sind,
falsche sind, also Dissonanzen, und dem allgemeinen Urteil der Praktiker entgegenstehen.

Sie bestehen namlich in der Proportio supertripartiens 27 [30 : 27], wie aus dem Beispiel A
hervorgeht.

4 3 Quarte A
10 9 kleiner Ganzton . [ e e e
[30] 27 forma supertripartiens 27 N ﬁ‘_ w\t‘: i
by, -—-\—-‘_.__"‘.I :
|

(11

Proposition XVI

Die Addition von Quarte und kleiner Terz ergibt das kleine Hexachord oder die kleine Sexte

Rechnung:
4 3 Quarte M—"--- e
6 5 kleine Terz AN —|—
24 15 kleine Sexte in groReren Zahlen i e
3 [Teiler] e
8 5 kleine Sexte in minimalen Zahlen . Ry
|pp—-§::

™

)
)
)
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<110>

Proposition XVII

Die Addition von verminderter Quinte und dem grofen Ganzton
ergibt gleichfalls die kleine Sexte

Rechnung:
64 45 verminderte Quinte f“e“"""ﬁ" —
9 8 groRer Ganzton R DGR (T
576 360 kleine Sexte in zusammengesetzten R N :::
Werten e
72 [Teiler] EYT . SR —
8 5 kleine Sexte in minimalen Werten e N
v e T e
Proposition XVIII
Die Addition von Quarte und grofSer Terz ergibt die grofie Sexte
Rechnung:
4 3 Quarte a.l——--— g
5 4 grolRe Terz e, o
20 12 grolRe Sexte in groBeren Werten i —
4 [Teiler] AT e
5 3 groRe Sexte in minimalen Werten o R

Proposition XIX

Die Addition von Quinte und kleinem Ganzton ergibt gleichfalls die grofSe Sexte

Rechnung:
3 2 Quinte P "
10 9 kleiner Ganzton 2, o
30 18 groRRe Sexte in zusammengesetzten Werten e |t
6 [Teiler] 1 =
5 3 grolRe Sexte in minimalen Werten = are.
LA
Qe
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Proposition XX

Die Addition des kleinen Halbtons und der kleinen Sexte ergibt gleichfalls die grofie Sexte

Rechnung:
8
25
200
40
5
<111>
Rechnung:
3
6
18
2
9

5 kleine Sexte k._____ e
N s T
24 kleiner Halbton aEYETE T -~

124  grolle Sexte in zusammengesetzten |
il
Werten (T AR
[Teiler] e B = B 3 =
3 grolRe Sexte in minimalen Werten 7 ﬁ=| A

Proposition XXI
Die Zusammensetzung der Septime
Quinte und kleine Terz addiert, ergeben die kleine Septime

2 Quinte :E._ e T
5 kleine Terz '\ T
10 kleine Septime in groReren Werten —_—
[Teiler] RLTd i g
5 kleine Septime in minimalen Werten Q—-—— -
N_—=

Proposition XXII

Die Addition der grofien Sexte und des grofsen Halbtons ergibt das kleine Heptachord

Rechnung:
5
16
80
5
16

3 groRe Sexte

15 grolRer Halbton

45 kleines Heptachord in groReren Werten
[Teiler]

9 kleines Heptachord in minimalen Werten

Daraus wird klar, dass das [kleine] Heptachord der Alten die kleine Septime um ein Komma

Uberragt.
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Proposition XXIlI

Die Addition zweier Quarten ergibt gleichfalls das kleine Heptachord

Rechnung:
4 3 Quarte RS
4 3 Quarte ok oas
16 9 kleines Hepachord , e
—— gy | —
N =
Proposition XXIV
Die Addition von Quinte und grofSer Terz ergibt die grofSe Septime
Rechnung: A
3 2 Quinte Ry
5 4 groBe Terz i-— e, -
15 8 groRRe Septime p -v—-—:i:
i
<112>
Proposition XXV
Aus der Addition von grofSer Sexte und dem kleinen Ganzton
entsteht die Proportio super23partiens 27
Rechnung: 7
5 3 groRRe Sexte
| -
10 9 groRer Ganzton j;j‘_:g <
50 27 Proportio super23partiens27, oo

(it

~—————

welche die groRe Septime um ein Komma (iberragt

%

i
AL

%

il
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Proposition XXVI

Die Zusammensetzung der Oktave

Die Addition von Quinte und Quarte ergibt die Oktave

3 2 Quinte oder Diapente

4 3 Quarte oder Diatessaron

12 6 Oktave in groBeren Werten
2 [Teiler]

2 1 Oktave in minimalen Werten

Proposition XXVII

Durch Addition von kleinem Heptachord und grofiem Ganzton
entsteht gleichfalls die Oktave

16 9 kleines Heptachord

9 8 groRer Ganzton

144 72 Oktave in zusammengesetzten Werten
72 [Teiler]

2 1 Oktave in minimalen Werten

Hieraus geht ohne Zweifel hervor, wie Konsonanzen und Dissonanzen zusammengesetzt
und geteilt werden kénnen, mit welchen Uberstand sie sich iiberragen und Uberragt
werden. Deutlich wird auch, dass es keine Konsonanz gibt, die man nicht in dissonante Teile
aufspalten kann, die zusammengefiigt die Konsonanz wiederherstellen. Zum Beispiel wird
die Oktave [Diapason = »durch alle«] von den Griechen nicht nur deswegen so genannt,
weil sie alle Konsonanzen umfasst, sondern weil sie auch alle Dissonanzen enthalt. Das wird
daraus deutlich, dass einer, der die Oktave in zwei Dissonanzen aufteilt, auf der einen Seite
die verminderte Quinte, auf der anderen den Tritonus findet. Deren Proportionen sind
45 : 64 bzw. 32 : 45, die addiert genau die Oktave ergeben, wie es die Rechnung zeigt:

<113> Beispiel:
45 64 verminderte Quinte
32 45 Tritonus
1.440 2.880 in groReren Werten
2 [Teiler]
1 2 Oktave

Eine Oktave kann ebenfalls in eine groRe Septime mit der Proportion 5 : 9 und in einen
kleinen Ganzton mit der Proportion 9 : 10 geteilt werden. Man beachte zweitens, dass der
groRe Ganzton, um den die Quinte groRRer ist als die Quarte, bei den Griechen gewoéhnlich
die Tetrachorde trennte, wie es spater noch gezeigt wird, und nur von diesem berichten
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die Pythagoreer. Auch wenn der groRe Halbton nichts anderes ist als der Uberstand der
Quarte Uber die grolRe Terz, ist er doch fiir die Musik duRerst notwendig. Mit seiner Hilfe
namlich gewinnen die verschiedenen Formen der Quarte, Quinte und Oktave ihre
Stabilitat.

Drei Arten des Halbtons

Der kleine Ganzton wird aus zwei Halbtonen gebildet, dem groRen und dem kleinen. Er
dient zur Bildung der groRen Terz, und im diatonischen Tongeschlecht bendtigt man keinen
anderen als den grofRen und den kleinen Ganzton. Da aus ihnen die Quarte besteht, geniigt
dieser zur Kenntnis der ganzen diatonischen Musik. Einige setzen zur besseren Erklarung
der Sache drei Halbtdne an: den grofRen, den mittleren und den kleinen. Der grof3e ist mit
der Proportion 25 : 27 ein Komma groRer als der mittlere. Den zweiten oder mittleren mit
der Proportion 128 : 135 (iberragt der grofle um ein Komma.

Das pythagoreische Limma

Den dritten, der nur ganz wenig kleiner ist als der mittlere und der die Differenz zwischen
Quarte und zwei groBen Ganztdnen darstellt, nennt man auch das »pythagoreische
Limma« mit der Proportion 243 : 256. Er wurde dazu verwendet, die zwei groBen Ganztdne
zur Quarte zu vervollstandigen, und wird vom groRen Halbton um ein Komma lberragt,
wobei andere auch andere Unterteilungen vornehmen.

Da wir aber diese Dinge anderswo behandeln, halte ich es fir Uberflissig, auf eine
verwickelte Angelegenheit Zeit zu verschwenden, die nichts zu dem beitragt, was wir uns
vorgenommen haben. Also zurilick zu unserem Vorhaben.

Der groRe Ganzton macht, zur Quarte hinzugegeben, eine Quinte, ist also der Uberstand
der Quinte Uber die Quarte.

Der kleine Ganzton ist der Uberstand der Quarte tber die kleine Terz.

Der Halbton, der in der Mitte zwischen dem grofRen und dem kleinen liegt, verhalt sich wie
135 zu 128. Um ihn Uberragt der groBe Ganz- den grofRen Halbton. Den kleinen Halbton
Uberragt er um ein Komma. Er tritt beim Tritonus auf, der ja die Bewegung von F fa ut zu
5 mi ist, weil dieser eine Quarte von F fa ut zu B fa um diesen mittleren Halbton tbersteigt.

Damit man die Unterschiede zwischen diesen kleinsten Intervallen erkennen kann, haben
wir hier eine Tabelle hinzugesetzt, in der man alles, was bisher gesagt wurde, deutlich wie
in einer Synopse anschauen kann.

Um den Uberstand herauszufinden, um den zwei Intervalle sich iiberragen, muss man ihre
Proportionszahlen kreuzweise multiplizieren, und man erhilt den Uberstand, um den sie
sich Giberragen, in den Zahlen, die jeweils darunter geschrieben sind. Zum Beispiel ergeben
der grolRe Ganzton 9 : 8 und der kleine Ganzton 9 : 10 miteinander Uber Kreuz multipliziert
80 : 81. Es ist also ein Komma, durch das sie voneinander abweichen. So ist auch bei den
anderen Beispielen zu verfahren.
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<114>

Interualla Minora .

Semit. ’Ton. ma.Scm.min.’Ton.min. Sem.mai.[Sem. mai.T)‘i:’ri"
PR R T

maius 9 IO | 9 25 | 10 16 l 16 128

Exc. |80 81 com.\ 2427 cxccﬁl 24 2 125 cxccf'.l _-24.‘“42‘5’/

l“on.mai.SCm.mm.]‘l‘on,smailozrsDicﬁs .’Ton.gmml.zlgxcﬁs : Sem.;nsanu: g}om'
T SRR T R W s

9 16 ' 9 128 10 128 l 16 31 3§

Ex’c.‘ 128 135 exccf.|102+ 1025 €XC. l576 625 }2,23 256_/

-* Ton.mé.If_'im.Pyrh. Sonus_r:a.g?mma.,Sem.;m.zs‘:m.min.’acm.zzzm.ll;-)iscﬁs.
s>42+3 | 5 | = | o

B ST T | 9 81 ‘_l____ 10 .25 % SLo Tas 128

Exc, 2048 2187 -exc. f 9 10 |25 128 +‘-zo7z 3125___/‘

Kapitel VIII

Der Ursprung des [Ton-]Systems und der Tetrachorde

Damit wir in unserem musikalischen Werk vorziglich Ordnung halten, erscheint es mir
richtig, hier zuerst zu erklaren, was die Tongeschlechter [genera], die Systeme [systemata]
und die Tetrachorde [tetrachorda] sind und wie sie von den Musikern verstanden werden,
damit der Leser im Folgenden, wo diese Begriffe haufig erwahnt werden, nicht gebremst
wird.

Zuerst sollte man wissen, dass die Musik der Alten so einfach gewesen ist —wie Nikomachos
gemald Boethius sagt —, dass sie insgesamt nur vier Saiten brauchte, was bis Orpheus
andauerte. Einen solchen Apparat aus vier Saiten nannten sie »Tetrachord«. Daraus
wurden nach und nach ein Pentachord, Hexachord, Heptachord, Oktochord, Enneachord,
Dekachord, Hendekachord, Dodekachord, bis er schlieRlich auf vierzehn Saiten anwuchs.
Nachdem man dort noch die fiinfzehnte Saite hinzugefiigt hatte, die man auch
npooAappavopévn [proslambanoméné], also »Hinzugenommene«, nannte, fillte es die
Doppeloktave aus. Diese Einfachheit der Alten gefiel der Nachwelt so sehr, dass man bis
heute nach alter Art die Saiten in Tetrachorde aufteilt. SchlieBlich sind Tetrachorde nichts
anderes als vier Saiten, die sich Uber vier Klange oder Stimmen im Ambitus einer Quarte
erstrecken. Fiinf davon werden nach griechischer Ordnung auf die Tonleiter gesetzt. Sie
stehen in der Proportio sesquialtera stehen und haben die Konsonanz der Quarte mi—la.
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Guido von Arezzo erfand die Namen der Musiknoten.

Um die Musik gepflegter und fiir das Singen passender zu machen, erfand Guido von
Arezzo, der hervorragendste Musiker seiner Zeit, bestimmte Zeichen fir die Téne [voces],
die er teils als Figuren [figurae] darstellte (die wir heute Noten [Notae] nennen), teils als
Silbennamen. Davon sind noch sechs in Gebrauch: ut, re, mi, fa, sol, la. Er hat sie von den
Anfangssilben eines Kirchenhymnus genommen, wie folgt:

Ut queant laxis.
Resonare fibris.
Mira gestorum.
Famuli tuorum.
Solve polluti.
Labij reatum.
O Pater alme™®

<115> Man nennt sie mit einem gelaufigeren Begriff »Zeichen« [signa], indem man das
Zeichen fir die bezeichnete Sache verwendet. Die Positionen dieser Tone nennt man
»Claves« [Schlissel], sie werden durch Linie und Zwischenraum fir den Sanger
unterscheidbar und fiir das Auge durch gleiche parallele Linien mit gleichem Abstand
erkennbar, auch wenn die Téne nicht immer den gleichen Abstand voneinander haben.
Was die Alten »Strange« [nervos] oder »Saiten« [chordas] nannten, nennt Guido
»Stimmen« oder »Tone« [voces]. Diese benutzte er anstelle der Saiten, indem er sie wie
eine Leiter [scala] gemaR der alten griechischen Verteilung der Tetrachorde anordnete,
worin ihm dann die gesamte Nachwelt folgte. Und so ging er vor:

Auf der untersten Linie setzte er den Ton ut und schrieb davor den dritten griechischen
Buchstaben T, um zu zeigen, dass er die Musik aus den griechischen Denkmalern wiederher-
gestellt hatte. In den Zwischenraum Uber der ersten Linie setzte er den Ton re und schrieb
davor den Buchstaben A, auf die zweite Linie den Ton mi mit dem Buchstaben B davor, den
einige zur Unterscheidung vom runden B so schreiben: 8. Und so ordnete er die restlichen
Tone der Reihe nach auf der Leiter an, wie aus der Darstellung ersichtlich wird.

16 Ubersetzung laut <https://de.wikipedia.org/wiki/Jlohannes-Hymnus>: »Auf dass die Schiiler mit

lockeren Stimmbandern mégen zum Klingen bringen kénnen die Wunder deiner Taten, [6se die
Schuld der befleckten Lippe«.
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Spatere Musiker haben diese ganze hochst geistreiche Zusammenfassung an einer Hand
gezeigt, die ich hier zugunsten des wissbegierigen Lesers anfliigen mochte. Damit er diese
geistreiche Anordnung der Téne und Schlissel [Tonstufen] besser mit dem System der
Griechen vergleichen kann, wollen wir hier ein universales Schema anfligen, so dass der
wissbegierige Leser wie in einer Synopse die Tonleitern beider Systeme mit Augen besehen

kann.
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Darstellung der allgemeinen Skala Guidos gemaR der Art, wie es die alten
Griechen im diatonischen Tongeschlecht gemacht haben
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Erklarung der Darstellung

In der ersten Spalte stehen die Bezeichnungen fiir die Saiten und auch fiir die Tetrachorde,
in der zweiten die dazu gehorenden Proportionszahlen. Die dritte Spalte enthalt die
Tonstufen [claves] nach Guido, die den Saiten [nervi] entsprechen, die vierte die
Bezeichnungen der Intervalle, die fiinfte die verschiedene Zuordnung der Tonnamen
[vocum varia dispositio].

Es gibt von Natur aus sieben verschiedene Tonstufen [claves], die mit ebenso vielen
Buchstaben bezeichnet werden, namlich a, b, c, d, e, f, g. Durch Wiederholung werden es
aber zwanzig. Zur Unterscheidung werden die ersten sieben nach dem I von den Musikern
mit GroBbuchstaben geschrieben, die folgenden dann mit Kleinbuchstaben. Ferner gibt es
ganz oben finf Doppelbuchstaben. Und deshalb nennen wir A das grolRe oder tiefe, a das
kleine oder hohe und Aa das verdoppelte (ebenso bei allen anderen Tonstufen). Der
Abstand zwischen den Tonstufen ist hochst beachtenswert. Denn so wie eine Tonstufe von
der nachsten eine Sekunde entfernt ist, von der dritten eine Terz, von der vierten eine
Quarte, und so weiter, so ist im Allgemeinen ein Buchstabe vom nachsten der gleichen Art
eine Oktave entfernt —zum Beispiel I ut von G sol re ut und A von a la mi re. Dasselbe kann
man fir die tbrigen Buchstaben schlieRen. Fir jede Oktave gilt namlich dasselbe. Was aber
flr die Tone gilt, das gilt auch fiir die Natur des Gesangs. Wenn also Tone in G sol re stehen,
kdnnen sie korrekt auch in I ut gesungen werden. Wenn sie in [a] la mi re stehen, kann man
auch A re singen, wenn sie in B fa mi stehen auch in b mi, und gleiches gilt flr die obersten
Tone. Man hatte diese Aufstellung der Tonstufen bis ins Unendliche fortsetzen kénnen,
wenn man die Regeln beachtet, die der schon erwahnten GesetzmaRigkeit innewohnen.
Dennoch war es noétig, irgendwo einen Anfang und ein Ende zu machen, so dass zu
berilicksichtigen ist, dass eine Note, die man unter das I ut setzen wiirde, zur achten
Tonstufe gehdren misste. Wie namlich unterhalb von G sol re ut das F fa ut steht, so ware
unter I ut auch das F fa ut zu setzen, auch wenn eine menschliche Stimme diese Grenzen
nicht tGberschreiten kann. Aber machen wir uns an die eigentliche Erklarung des Systems.

Flnf Tetrachorde sind im gesamten System der Leiter angeordnet. Das erste Tetrachord
TWv Umoat®v [Hypaton], das bedeutet »der ersten Saiten«, beginnt mit dem Ton
npoocAappavopévnv [Proslambanoménén] und enthédlt vier Saiten. Sie heiRen umatn
Unat®v [Hypate hypaton (der zugrundeliegenden Tone)], mapunatn Umat®v [Parhypate
hypaton], Auxavog Untat@v [Lichanos hypaton] und Umnatn pec®v [Hypate meson]. lhnen
entsprechen auf Guidos Tonleiter die Tone 8, C, D, E mit den Tonsilben mi, fa, sol, la, wie
folgt.
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|. Das Tetrachord UTTAT@V [Hypaton] oder das der ersten Saiten

1. Die erste Saite unatn UTtat@v oder die Hauptseite der ersten Saiten. lhr entspricht
der Tonbuchstabe & und die Tonsilbe mi.

2. die zweite Saite mapumnatn unat®v, d. h. die der Hauptsaite nachfolgende, ihr
entspricht
der Tonbuchstabe C, die Tonsilbe fa.

3. die dritte Saite Auxavog Untat@v, d. h. die teilende der ersten Saiten. |hr entspricht
der Buchstabe D, die Tonsilben sol, re.

4. die vierte Saite unatn peo®v d.h. der Anfang der mittleren [Saiten]. lhr entspricht
der Tonbuchstabe E, die Tonsilbe /a.

Il. Tetrachord t@v peo®v [ton meson], d. h. der mittleren, mit den vorigen
Saiten verbundenen Saiten, denn sie erfreuen sich einer gemeinsamen Saite

1. Die erste Saite unatn peo@y, d. h. die erste der Mittleren. lhr entspricht
der Tonbuchstabe E, die Tonsilben la, mi.

2. die zweite mapunatn peo®v, die der ersten am nachsten gelegene Saite Parhypatos

Meson, ihr entspricht
der Tonbuchstabe F, die Tonsilben fa, ut.

3. die dritte Auxavog peo®v, welche die mittleren teilt. Ihr entspricht
der Tonbuchstabe G, die Tonsilben sol, re, ut.

4. die vierte peon, die man auch Mitte nennt. lhr entspricht
der Tonbuchstabe a, die Tonsilben la, mi, re.

<118>
[ll. Tetrachord T®v cuvnuuevwy, das der verbundenen, hat diese vier Saiten

1. Die erste Saite wird peor [Mese], das heillt die Mittlere, genannt. Ihr entspricht auf

der Skala
der Tonbuchstabe a, die Tonsilben la, mi, re.

2. Die zweite Saite wird tpitn cuvnuuévwy [Trité synemmeénon] genannt, das heiflt die

dritte der verbundenen, ihr entspricht
der Tonbuchstabe b, die Tonsilbe fa.

3. die dritte mapavntn cuvnuuévwy [Paranéte synemménon], das heilt die, welche

der ersten verbundenen am nachsten ist. Ihr entspricht
der Tonbuchstabe c, die Tonsilben sol, fa, ut.

4. die vierte vAtn ouvnuuévwv [Nete synemménon], das heillt die duBerste der

verbundenen. lhr entspricht
der Tonbuchstabe d, die Tonsilben /a, sol, re.
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IV. Tetrachord tv dtalevypévwy [Diezeugméndn], d. h. der getrennten
[Saiten], weil sie mit dem vorhergehenden nicht verbunden sind,
sondern von der Mese einen Ganzton Abstand hat

1. Die erste Saite mapapéon [Paramese], d. h. die den mittleren nachste, ihr entspricht
der Tonbuchstabe b, die Tonsilbe mi.

2. die zweite Saite tpitn Slelevypévwy [Trite diezeugméndn], d. h. die dritte der
getrennten. |hr entspricht
der Tonbuchstabe c, die Tonsilben sol, fa, re.

3. die dritte Saite mapavntn dielevypévwy [Paranéte diezeugméndn], d. h. die, welche
der Nete von den getrennten Saiten am nachsten ist. |hr entspricht
der Tonbuchstabe d, die Tonsilben /a, sol, re.

4. die vierte Saite vitn Sielevuypévwv [Nete diezeugméndn], d. h. die letzte der
getrennten. |hr entspricht
der Tonbuchstabe e, die Tonsilben la, mi.

V. Tetrachord tiv UmepBoAailiv [ton Hyperbolaion], d. h. der Giberragenden
[excellentes] Saiten, das eine gemeinsame Saite mit dem vorausgehenden
Tetrachord hat

1. Die erste Saite vnin Oielevypévwv [Nete diezeugménon], d. h. die letzte der
getrennten. Wird bezeichnet mit
dem Tonbuchstaben e, den Tonsilben la, mi.

2. die zweite tpitn UmepPolai®v [Trite hyperbolaion], d. h. die dritte der
Uberragenden. Wird bezeichnet mit
dem Tonbuchstaben f, den Tonsilben fa, ut.

3. die dritte mapavitn UmepBolalwv [Paranete hyperbolaion], d. h. die welche der
[Nete] der Hochsten am nachsten ist. Mit
dem Tonbuchstaben g, den Tonsilben sol, re, ut.

4. die vierte vitn uniepBoAaiiv [Nete hyperbolaion], d. h. die héchste oder die letzte
der Gberragenden, mit
dem Tonbuchstaben Aa, den Tonsilben la, mi, re.

Dies sind die finf Tetrachorde der alten Musiker. Um sie zu ordnen, erfand Guido
einfallsreich die Skala und seine »musikalische Hand«. In dieser sieht man das Tetrachord
ouvnuuevwy, das verbundene, so angeordnet, dass von der Saite peor), mit der das
Tetrachord peo®v endet, zugleich das Tetrachord cuvnuuevwv, das heilt das »der
verbundenen« [Saiten], beginnt: so dass die Saite peon, oder »die mittlere, die letzte des
zweiten Tetrachords ist und zugleich die erste des dritten, des Tetrachords der verbun-
denen. Das Tetrachord &ielevyuévwy, oder das »der getrennten Saiten«, wird so genannt,
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weil es von der Mese oder vom letzten Ton des zweiten Tetrachords durch einen Ganzton
getrennt ist. Hier kénnte man fragen, weshalb Guido unter den untersten der Unteren
[Hypate hypaton] noch einen ganzen Ton gesetzt hat.

Darauf antworte ich, dass dies aus folgenden Griinden geschah: Weil die zwei unteren
Tetrachorde Umat@v kal pec®@v [Hypaton und Meson] zusammen keine ganze Oktave
gebildet hatten, wurde ihnen an der Wurzel noch ein Ton angefligt, wie Paramese zur
Mese. Das so nach allen Seiten vervollstandigte Oktavensystem mit den zwei zugleich
verbundenen Tetrachorden ergibt vom Proslambanomenos bis zur Nete hyperbolaion eine
Doppeloktave und ist das groRte System in der Musik [maximum in Musica systema]. Das
alles wird klar und deutlich an den Zahlen, die neben jeder Saite stehen. Dort sieht man,
dass fir Proslambanomenos und Mese die Zahlen 9.216 und 4.608 aufgeschrieben sind,
also eine doppelte Proportion, die eine perfekte Oktave bilden. Da vom
Proslambanomenos bis zur Nete hyperbolaion eine Doppeloktave reicht, missen
notwendigerweise flir Proslambanomenos und Nete hyperbolaion die Zahlen 9.216 und
2.304 aufgeschrieben werden. Das ist die Proportio quadrupla. So bilden ferner die Zahlen
9.216 fir Proslambanomenos und 6.144 fiir Hypate meson die Proportio sesquialtera
[3 : 2], die die Quinte bezeichnet. Die Zahl 6.144 fiir Hypate meson im Verhaltnis zu 4.608
flr Mese bildet die Proportio sesquitertia [4 : 3] und damit die Quarte. Genauso zeigen die
anderen Zahlen die Proportionen der einzelnen Intervalle an, namlich Ganzténe und
Halbtone. Weil das Schema des universellen Systems dies alles dem Leser vor Augen fiihrt,
mochten wir ihn darauf verweisen. <119> Die Intervallproportionen sind nicht in ihren
kleinsten Werten und Wurzelzahlen, sondern in sehr groRen aufgefiihrt, damit Guido
leichter die kleinen Teile eines Tones wie zum Beispiel Komma, Schisma und Diaschisma
angeben konnte. So sieht man, dass fiir Mese 4.608 zur Trite synemmenon 4.374
aufgeschrieben ist, also die Proportion der Diésis oder des kleinen Halbtons, von da zur Zahl
4.096 der Paramese die Proportion der Apotome, das heiRt des Kommas mit Diésis, und so
geht es weiter. Wer es prift, dem wird das System klar werden.

Die drei Tongeschlechter
[De tribus modulandi generibus]

Drei Tongeschlechter [modulandi genus] werden von den Autoritdten angegeben. Sie
umfassen alles, was es in der Welt der Musik gibt: ndmlich das diatonische, chromatische
und enharmonische Geschlecht. Diatonisch ist das, welches liber zwei Ganz- und einen
kleinen Halbton, das bedeutet also: &watovwe [diatonisch], voranschreitet. Das
chromatische — der Name leitet sich von »Farbe« [chroma] her, weil die Alten es von dem
diatonischen durch unterschiedliche Farbung absetzten — geht iber Halbton, Halbton und
kleine Terz voran. Das dritte ist das enharmonische, das Giber Diésis, Diésis und groRRe Terz
voranschreitet. Da wir diese drei Tongeschlechter im Folgenden ausfiihrlich bedenken
werden, erscheint es mir richtig, anstelle einer volumindsen Abhandlung hier blof8 noch das
Schema der hier erérterten Angelegenheit abzubilden.

Kircher: Musurgia, Buch 11l 59 Stand: 3. Feb. 2016



Schema des diatonisch-chromatisch-enharmonischen Tetrachords
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<120>
Kapitel IX

Der charakteristisch harmonische bzw.
in Ziffern ausgedriickte [Zyphratus] Algorithmus
und zunachst etwas Uber die numerische Anordnung
der Téne auf beiden Skalen

Da die Musik, wie wir im ersten [sic] Buch gezeigt haben, eine der Arithmetik untergeordnete
Wissenschaft ist, muss sie auch dieselben Regeln wie diese beachten. Wiewohl viele dies
behandelt haben wie zum Beispiel Jordanus, Boethius, Stifel und andere, haben wir es
dennoch unternommen, indem wir in deren FulRstapfen treten, hier die Musik mit einer
umfangreicheren, neueren Methode zu behandeln, die fiir den Gebrauch besser geeignet ist.
Damit wir uns aber bei dieser ziemlich schwierigen Beschaftigung nicht verirren, wollen wir
in der Gblichen Tonleiter, die zudem noch zweifach in Dur und Moll oder, was dasselbe ist,
wirklich [vera] und erfunden [ficta] geteilt wird, den Bau unserer musikalischen Arithmetik
vorstellen. Weil einem gewdhnlich bei der Behandlung dieses Gegenstandes Uberall
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irrationale Zahlen begegnen, werden wir diese Zahlen mit dem allgemein lblichen Wurzel-
zeichen der cossischen Zahlen versehen, damit nichts angefiihrt werde, was den Leser sofort
vor den Kopf stoRen konnte. Doch bevor wir weitergehen, sollten wir zuerst die Systeme oder
die Skalen behandeln, damit wir das Folgende fliegenden FulRes durchlaufen kénnen.

Zuerst legen wir zugrunde, dass es zwei Skalen gibt: eine in Dur und eine in Moll, die einige
auch die wirkliche [vera] und die erfundene [ficta] nennen. Mit der Ordnung der Téne auf
beiden wollen wir uns nun beschaftigen. Wer immer die musikalische Progression nach der
erstgenannten Skala ordnen will, der soll den Anfang seiner Zahlung bei der doppelten
[Proportion], der ersten und einfachsten aller Konsonanzen, machen. Sie ist, wie oben schon
gezeigt, die erste Proportion, wenn man ihren Ursprung aus den Zahlen betrachtet. Ihre
Zahlenwerte sind die kleinsten unter den Zahlen: Das Zweifache in Bezug auf die Einheit
ergibt ndmlich die Proportio dupla. Damit hat man das Intervall der Oktave gefunden, wie
man hier sieht:

G Sol, re, ut 1

} Oktave.
M ut 2

Die Oktave enthalt alle Konsonanzen und Dissonanzen in sich.

Dieses Intervall ist das vollkommenste der Skala, da es alle Ubrigen in sich enthalt und
einfaltet [omnia reliqua intervalla complicans]. Was immer man auRer diesem Intervall auf
der Skala finden mag, muss als Wiederholung dessen gelten, was schon in ihr angelegt war.
Auf diese Weise entsprechen die menschlichen Stimmen und die Musikinstrumente, wenn
sie fur das Urteil der Ohren angenehm sind, der Natur der Zahlen.

Verdoppelt man beide Zahlenwerte, so entsteht in der Mitte der verdoppelten Zahlen die
Dreiheit, welche die Oktave in Quinte und Quarte teilt.

Quinte und Quarte sind die groBten der lbrigen Konsonanzen.

Diese beiden Konsonanzen geben das MaR fir alle (ibrigen Intervalle an, die man auf der
Skala betrachten kann. Es ist schon verwunderlich, dass die von ihrer Form nach kleinste
Proportion [die Oktave] in zwei Proportionen geteilt wird, die ihrer Form nach die groRten
und, was die Skala angeht, die hauptsachlichen Teile bei der Teilung des vollkommensten
Intervalls sind. Damit wir aber den wunderbaren Vorgang genauer betrachten kénnen, hielt
ich es fur richtig, alles der Reihe nach vorzufiihren.
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<121>

Proposition |

Wie man die Oktave in Quinte und Quarte teilt

Da die Oktave in der Proportio dupla besteht, muss man die kleinsten Zahlen dieser
Proportion, also 1 und 2, verdoppeln. Man erhalt 2 und 4. Die Drei in der Mitte ergibt das
Gesuchte. Die Rechnung sieht so aus:

} Quinte.
} Quarte.

(@]

—
W

An 2 zu 3 erkennt man die Proportio sesquialtera, das ist die Quinte, an 3 zu 4 die Proportio
sesquitertia, also die Quarte. Aus diesen Proportionen kann man alle ibrigen Intervalle der
Skala ohne grolRe Miihe herausfinden, und zwar auf die folgende Weise.

Proposition |l

Wie man den Ort der Quarte liber C sol fa ut auf der Tonleiter findet

Zuerst multipliziere man die ungerade Zahl der vorausgegangenen Aufstellung, also die 3 —
die Mitte zwischen 2 und 4 — mit sich selbst und erhalt 9. Dem entspricht auf der Skala das
F. Das ist die gesuchte Quarte tiber dem C. Die lbrigen Zahlen, die den Tonstufen I, C und
G entsprechen, findet man so: Man multipliziert die Zahlen der obigen Aufstellung
miteinander, zum Beispiel die Zahlen, die oben neben G und T stehen, also 2 und 4, und
erhalt 8. Die Rechnung fiir G: Neben C und ' stehen die Zahlen 3 und 4, multipliziert ergeben
sie 12. SchliefRlich fir die Tonstufe C: I 4 mit sich selbst multipliziert, ergibt 16, so muss 16
neben I geschrieben werden. Die Rechnung:

8

G } Ganzton
F } Quarte.
¢ } Quarte
r
Proposition Il

Wie man den Ort der Quinte unter F 9, dem eben gefundenen Ton, findet
3:2—Proportio sesquialtera

Mochte man die Quinte unter F finden, so muss man so vorgehen: Man multipliziere die 3,
die groRere Zahl der Proportio sesquialtera, mit 9, der gerade eben gefundenen ungeraden
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Zahl, die beim Ton F steht, und erhalt 27, was dem B [B molle] entspricht. Um die
Proportionen der anderen Téne zu erhalten, gehe man so vor: Man multipliziere jede Zahl
aus der obigen Aufstellung mit 2 (mit Ausnahme der 9, fiir die ja schon die 27 gefunden
wurde), d. h. G 8, F9, C 12 und I 16, alle mit 2, also dem kleineren Wert der Proportio
sesquialtera, und erhalt die folgende Zahlenverteilung:

16

G } Ganzton
F 18 } Quarte.
c 24 } Ganzton
? [molle] ;; } [pythagoreische] kleine Terz"

<122>

Proposition IV

Wie man den Tonbuchstaben D liber I ut oder, was dasselbe ist,
die Quinte iber I' ut auf der Skala findet

2 : 3 —Proportio sesquialtera

Man multipliziert die 32, die neben I steht, mit 2, dem kleineren Wert der Proportio
sesquialtera, und erhalt 64. Das entspricht der Tonstufe D, der gesuchten Quinte. Um die
Proportionen der anderen Tone zu erhalten, multipliziert man die einzelnen Werte aus der
vorangegangenen Aufstellung (Ausnahme: 27) mit dem grofReren Wert der Proportio
sesquialtera, also der 3, und erhilt folgende Werte fiir die Tonstufen:

48

G } Ganzton.

F >4 } kleine Terz.
D 64 } Ganzton.

C 72 } Ganzton.

B fa 81 } kleine Terz.
r 96

Proposition V

Wie man die Quarte unter dem eben gefundenen D benennt

4 : 3 — Quarte, sesquitertia

Der eben gefundene Tonbuchstabe war D mit der Zahl 64. Die Quarte darunter auf der
Skala findet man so: Man multipliziert 64 mit 4, dem gréReren Wert der Proportio
sesquitertia, und erhalt 256, die Zahl fiir die gesuchte Quarte, die dem Tonbuchstaben A
entspricht. Die anderen Zahlen fiir die weiteren Tonstufen erhalt man, wenn man die
Zahlen fir die Tonbuchstaben aus der vorhergehenden Aufstellung mit dem kleineren Wert

v Gemeint ist eine pythagoreische kleine Terz, die 32:27 ist. Das Intervall wurde oben nicht

eingefihrt.
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der sesquitertia, also 3, multipliziert. So ergibt 3 x G 48 [der vorige Wert von G] fir die
Tonstufe G 144 und so weiter, wie in folgender Aufstellung:

144

G } Ganzton.

F 162 } kleine Terz.

D 192 } Ganzton.

C 216 } Ganzton.

B fa 243 } kleiner Halbton.
A 256 } Ganzton

r 288

Proposition VI

Wie man die Quinte (iber der eben gefundenen Tonstufe A auf der Skala benennt

2 : 3 —Quinte, sesquialtera

Die eben gefundene Tonstufe und Zahl war A 256. Wenn man die Quinte dariiber erhalten
will, multipliziert man den kleineren Wert der Proportio sesquialtera (2) mit 256 und erhalt
512. Dem entspricht die Tonstufe E, die gesuchte Quinte lGber A. Die restlichen Zahlen fur
die einzelnen Tone erhalt man, wenn man 3, den groBeren Wert der Proportio sesquialtera,
mit den anderen Zahlen der obigen <123> Aufstellung multipliziert, wie man in der
Darstellung sieht. So multipliziert man also 3 mit 243, was im vorigen Schema dem B
entsprach, und erhilt das B fir das nun folgende System. Danach nimmt man 3 x C 216 und
erhalt C 648, 3 x D 192 ergibt D 576 etc.

432
436
512
576
648
729
768
864

} Ganzton.
} Kleiner Halbton.
} Ganzton.
} Ganzton.
} Ganzton.
} Kleiner Halbton.
} Ganzton.

Proposition VII

Wie man die Quarte unter dem eben gefundenen E benennt

4 : 3 — Quarte. sesquitertia

Die eben gefundene numerische Tonstufe war E 512. Man multipliziert also 4 mit 512, also
den groReren Wert der Proportio sesquitertia mit der eben gefundenen Tonstufe, und
erhalt 2.048, was der gesuchten Quarte & mi entspricht. Die Werte fir die Ubrigen
Tonstufen erhalt man, wenn man die einzelnen Werte aus der vorhergehenden Aufstellung
mit 3, dem kleineren Wert der angestrebten Proportion multipliziert, wie folgt:
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G 1.296
F 1.458
E 1.536
D 1.728
C 1.944
b dur. 2.048
B fa 2.187
A 2.304
r 2.592

} Ganzton.
} Kleiner Halbton.
} Ganzton.
} Ganzton.
} Kleiner Halbton.
} GroRer Halbton.

} [Kleiner] Halbton

} Ganzton.

Hier hat man den »Diapason« oder die vollstandige Oktave mit den einzelnen Tonstufen
und Tetrachorden und damit die gesamte musikalische Progression. Man kdnnte das bis ins
Unendliche ausdehnen, wenn man eine Oktave aus der anderen bilden wiirde, wie die
Skala es zeigt. Dort sieht man, mit welch wunderbarer Methode und Sorgfalt lediglich aus
Quinte und Quarte mit Hilfe verschiedener Abstiege Ort und Stelle der einzelnen Téne

gefunden werden kénnen.

Wenn man die Haupttonstufen [claves capitales] austauscht, also zum Beispiel Hypate in
Nete oder in solche mit Doppelbuchstaben, dann kann man noch, wenn man deren
Zahlenwerte verdoppelt, die Oktave der hohen Tone bilden und aus dieser einen
Oktavraum der allerobersten Tonstufen, was lediglich die Verdopplung der Zahlenwerte
braucht. Damit liegt dann die vollkommene Skala in ihrer Gesamtheit mit den eigentlichen,
den kleinsten Zahlenwerten, vor, wie folgt.

<124>

Musikalische Tonleiter

gg 1.296
ff 1.458
ee 1.536
dd 1.728
cc 1.944
hh 2.048
bb 2.187
aa 2.304
g 2.592
f 2.916
e 3.072
d 3.456
c 3.888
h 4.096
b 4374
a 4.608
G 5.184
F 5.832
E 6.144
D 6.912
C 7.776
H 8.192
A 9.216
r 10.368
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} Ganzton.

} Kleiner Halbton.

} Ganzton.
} Ganzton.

} Kleiner Halbton.
} GroRer Halbton.

} Kleiner Halbton
} Ganzton.
} Ganzton.

} Kleiner Halbton.

} Ganzton.
} Ganzton.

} Kleiner Halbton.
} GroRer Halbton.

} Kleiner Halbton
} Ganzton.
} Ganzton.

} Kleiner Halbton.

} Ganzton.
} Ganzton.

} Kleiner Halbton.

} Ganzton.
} Ganzton.
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Will man unter das I' ut hinabsteigen, so muss man auch bei den tiefen Tonen B molle
verwenden,18 und zwar so, wie man b molle bei den Hoheren und bb bei den Hochsten
nimmt. Durch den Wegfall eines groRen Halbtons wird der Tritonus abgemildert, weil ja
nach der natirlichen Zahlenfolge und der Ordnung der Tone stets eine Oktave aus der
anderen entsteht, wie schon gesagt wurde.

Probe dieser Skala

9 : 8 —der Ganzton

Will nun einer wissen, ob zwischen ee und dd, d. h. zwischen 1.536 und 1.728, wirklich ein
Ganzton ist, muss er die kleinsten Werte dieser Proportion ansetzen, welche 8 : 9 lautet.
Dann dividiert man die kleinere Zahl [der Proportion ee:dd] durch die kleinere Zahl [der
Proportion des Ganztons] und die grofRere durch die groRere [ebenso]. Kommt dann die
gleiche Zahl heraus, weill man, dass man einen richtigen Ausdruck des Ganztons hat. So
ergibt 1.536 durch 8 und 1728 durch 9 geteilt jeweils 192, wie an der Rechnung klar wird:

1.536:8=192.
1.728 :9=192.

<125> Wie man aber mit einer Division durch 8 und 9 den Ganzton lberprift, so teilt man
auch die Uibrigen Intervalle durch die ihnen entsprechenden Zahlen und Proportionen, wie
folgt:

GroRer Halbton durch 2.048 & 2.187
Kleiner Halbton " 243 & 256
Kleine Terz " 27 & 32
Grol3e [pythagoreische] Terz " 64 & 81
Quarte " 3&4
Tritonus " 512 & 729
verminderte Quinte " 729 & 1024
Quinte " 2&3
Halbton mit Quinte " 81 & 128
Kleine Terz mit Quinte " 128 & 243
Verminderte Oktave " 2187 & 4096
Oktave " 1&2

Das gesamte Verfahren fiihren wir dem Leser in folgender Darstellung in einer einzigen
Synopse vor Augen.

Der Ton unter I ut ware wieder ein F, das dann zum H im Tritonus stinde.
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Intervallschema
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In dieser Darstellung findet man von bb bis b die Oktave, von aa bis b die grofRe Terz mit
Quinte [grolRe Septime], von g bis b der Ganzton mit Quinte [groRe Sexte], von f bis b die
Quinte, von e bis b der Tritonus, von d bis b die groRRe Terz, von c bis b schlieflich der
Ganzton. Auf der anderen Seite von B [b quadratum] bis c der kleine Halbton, von & bis d
die kleine Terz, von 1 bis e die Quarte, von & bis f die vermindere Quinte, von & bis g der
Halbton mit Quinte, von b bis aa die verminderte Terz mit Quinte, von 5 bis bb endlich die
verminderte Oktave. Man sieht also, wie schon das alles zusammenpasst, was in diesem
Schema dargestellt ist.

<126>
Kapitel X

Die Folge der Skala der Musica ficta oder,
wie man zu sagen pflegt, der Skala mit Akzidentien

Die Folge nach der Skala der Musica ficta ist dieselbe wie die der obigen natirlichen Skala
[Musica vera]. Die Skala der natiirlichen Musik verlduft nach den Tetrachorden auf dem
Clavichord, wo immer zwei Ganztdnen ein kleiner Halbton folgt. Damit kein Tritonus
entsteht, setzt man den Ganzton in einen kleinen und einen grofRen Halbton unterschieden
an, wie dies oft genug gesagt wurde. Das ist die musikalische Progression im eigentlichen
Sinne.

Die Skala der Musica ficta hat im Ganzen auch dieselben Proportionen. Sie werden aber
weiter unterteilt, und zwar so, dass kein Ganzton lbrig bleibt, der nicht in einen kleinen
und einen groRen Halbton geteilt wird, wie man es in folgender Teilung einer Oktave
ausgefiihrt sieht:
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Die Oktave nach der Anordnung der Skala mit Akzidentien

gg 165.888 } GroRer Halbton.
177.147 3 kleiner Halbton.

ff 186.624 } Kleiner Halbton.

196.608 } GroRer Halbton.
ee 209.952 } Kleiner Halbton.

221.184 } GroRer Halbton.
dd 236.196 } Kleiner Halbton
cc 248.832 } Kleiner Halbton.
hh 262.144 } GroRer Halbton.
bb 279.936 } Kleiner Halbton.
aa 294.912 } GroRer Halbton.

314.928 } Kleiner Halbton
g 331.776

Nun kénnte man leicht aus diesen allerhéchsten Tonstufen, die mit Doppelbuchstaben
bezeichnet werden, oder vielmehr aus ihren Zahlenwerten, die gesamte Skala erganzen,
indem man namlich die Zahlen verdoppelt, wie es oben angegeben ist. Diese Aufteilung der
Oktave ist genauso bewerkstelligt wie die obige, namlich mit Quinte und Quarte. Sie ist
sogar aus jener obigen entstanden, indem man von der ungeraden Zahl, die B fa
zugeordnet ist, eine Quarte nach oben geht, und so weiter. So muss es im Folgenden immer
sein, dass man mit einer ungeraden Zahl beginnt, und man wird nur eine einzige ungerade
Zahl haben. Ebenso geschieht es immer, dass man eine Quarte nach oben geht, nicht nach
unten. Die Quinte hingegen geht man nach unten, nicht nach oben. Beachtet man diese
Regel, kann man nicht fehlgehen.

Man sieht hier auch, weshalb Musiker fa bei Tonstufen singen, die gar nicht mit fa
bezeichnet werden, und ebenso, warum mi bei einzelnen Ténen nicht zugelassen ist,
wenngleich fa erlaubt ist.

In gleicher Weise erkennt man, weshalb die Musica ficta »erdacht« [ficta] genannt wird.
Das darf man freilich nicht so verstehen, als ob eine richtige Musik einer gleichsam nur
erdachten, die es gar nicht gibt, gegentiberstiinde, sondern so, dass die kiinstlich erdachte
Musik neben der allgemeinen Skala noch eine weitere Unterteilung der Oktave und eine
andere Aufteilung der Skala bendétigt. <127> Betrachtet man die Tonsilben oder Tonnamen,
scheint sie deswegen eine Erfindung zu sein. Betrachtet man aber die Ordnung der Zahlen,
sieht man: Sie ist eine wirkliche Sache und eine Kunst, die den musikalischen Regeln nicht
widerspricht, wie es der Fall ware, wenn sie eine erfundene, nicht existente Sache ware.

Man erkennt auch an den Zahlenverhiltnissen, dass der eine Ganzton nicht groRer oder
kleiner [durior aut mollior] als der andere ist und dass kein Intervall anders ist als ein
anderes. Die Zahlenwerte zeigen vielmehr, dass alle gleichwertig sind, es sei denn, man
beurteilt Harte [duritia] oder Weichheit [mollitia] anhand der Abschwachung der Tone. Die
Zahlenverhaltnisse geben aber Hohe und Tiefe an. So wie wir mithilfe des einen
Zahlenverhaltnisses zwischen langen und kurzen Ténen unterscheiden, so unterscheiden
wir anhand eines weiteren laute und leise Tone, und ihre gesamte Bedeutung ergibt sich
aus den Zahlenwerten. Es ist hinlanglich bekannt, dass die feineren Saiten der Kithara nicht
nur héhere Toéne als andere, dickere Saiten erzeugen, sondern auch viel schwachere. Den
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Anlass zu dieser Abschweifung gab mir jene Unterscheidung der Musiker, durch welche
sechs Tonsilben sie die Oktave in drei teilen, auf folgende Weise:

la
{ol
fa
mi
re
vt

b dur, 10 FeLI AR S e Xl ok
E X o 2 o g
natur B EETT AT I T Q’ A ' Iz
e g tome iy e Byl -—e—- fol
b mol Ty ‘5 "“ti,f:
b dur. —) e v
natur syt . remi fa fol la

b mol

Sie nennen den hohen kleineren Halbton »Mollton« [vocem mollem], den tieferen
»Durton« [vocem duram]. Wenn auch keine Bezeichnung eines Tons mit /a einen Ton fa
oder ut zulasst, gestattet sie doch mi. Ebenso lasst keine Bezeichnung ut die von mi oder la
zu, wohl aber fa. In diesem Sinne meinen die Musiker, /a sei ein »Durton«<: deshalb, weil er
eine gewisse Verwandtschaft zu mi habe, wie auch ut mit fa verwandt zu sein scheint. So
nennen sie so/ und re naturliche Téne: Sie scheuen namlich weder die Ndhe von & [b durum]
noch von b [b molle], obwohl sich sol doch eher zu b [molle] hinneigt: denn wenn es auch
nie mit dem Ton mi kombiniert werden darf, so doch mit /a. So darf re nicht kombiniert
werden mit dem Ton fa, jedoch mit ut. Man sieht hier gewiss, dass die Spekulation der
Musiker nicht um die Zahlenverhaltnisse kreist, sondern um die Bezeichnung der Téne der
Skala durch Buchstabensilben.

Ein anderer Verlauf, d. h. eine andere Oktavteilung
in Kommata und kleine Halbténe nach Michael Stifel

gg 42.467.328

} Komma
43.046.721 } Kleiner Halbton.
45.349.632 } Kleiner Halbton.
ff 47.775.744 } Kleiner Halbton.
ee 50.331.648 } Komma.
>1.018.336 } Kleiner Halbton.
53.747.712 } Kleiner Halbton.
dd 56.623.104 } Komma.
57.395.628 } Kleiner Halbton.
60.466.176 } Kleiner Halbton <128>.
ee 63.700.992 } Kleiner Halbton.
b dur. 67.108.864
68.024.448 }Komma.
bb 71.663.616 |} Kleiner Halbton.
aa 75.497.472 }Kleiner Halbton.
76.527.504 }Komma.
80.621.568 }Kleiner Halbton.
g 84.934.656 }Kleiner Halbton.

Auch diesen Verlauf aus Kommata und kleinen Halbténen kann man durch die Verdopplung
der einzelnen Zahlen bis zum I ut erweitern.
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Was ist eine musikalische Recise?

Das Komma ist die Differenz, um die ein groRBer Halbton einen kleinen liberragt. Also kann
man auch einen Verlauf aus Recisen und Kommata machen. Es gibt dreierlei Recisen, die
ersten, zweiten und die dritten. Die erste Recise ist die Differenz, um die der kleine Halbton
groRer ist als das Komma, namlich:

134.217.728
129.140.163

Die zweite Recise ist die Differenz zwischen der ersten Recise und dem Komma, und zwar:

1.899.942.885.796.928
1.852.997.966.631.841

Die dritte Recise ist die Differenz, um die die zweite Recise groRer ist als das Komma, und
zwar:

996.117.255.708.699.787.264
984.759.092.384.792.212.881

Daraus wird klar, dass man auch noch andere musikalische Reihen ansetzen kann, namliche
solche aus Kommata und Halbtonen, aus Kommata und ersten Recisen, aus Kommata und
zweiten Recisen und noch aus Kommata und dritten Recisen.

All diese Moglichkeiten beruhen auf ein und derselben Methode. Die Reihe aus Kommata
und Halbtonen ergibt sich aus dem Verlauf aus kleinen und groRen Halbtonen. Dann nimmt
man den Anfang von der ungeraden Zahl und geht eine Quinte nach unten, wie man leicht
erkennt. Man geht nie eine Quinte nach oben, es sei denn, man bildet eine Reihe aus Ganz-
und Halbtonen, also wenn man die Tonleiter der Musica vera bildet. So geht man auch
niemals eine Quarte abwarts, auler wenn diese [natlirliche] Reihe von Ganz- und
Halbtonen angestrebt wird. Ebenso beginnt man nie mit einer geraden Zahl, auBer bei
dieser Reihe aus Ganz- und Halbtonen. Insofern sollte klar ersichtlich sein, wann man
abwarts und wann aufwarts gehen muss, um diese Operationen korrekt auszufiihren.

<129>
Kapitel XI

Die Praxis der arithmetischen Musik oder
der Algorithmus der Zahlen der Konsonanzen

Proposition |
Die Addition

Jordanus [Nemorarius] und Boethius haben diesen Algorithmus zwar behandelt, jedoch so
undeutlich und schwierig, dass kaum jemand sich diesen schwierigen Gegenstand herleiten
konnte. So bauen sie die Quarte (die aus fiinf Diésen oder kleinen Halbtonen und zwei

Kircher: Musurgia, Buch 11l 70 Stand: 3. Feb. 2016



Kommata besteht) nur durch eine mihevolle Multiplikation auf, indem sie die finf Diésen
und zwei Kommata auf folgende Weise anordnen.

Flnf kleine Halbtone werden so angeordnet
256 256 256 256 256
243 243 243 243 243

Zwei Kommata werden so angeordnet
531.441 531.441
524.288 524.288

Wenn man nun diese Zahlen nach den Regeln der Proportionen multipliziert, erhalt man
als Produkt der hochst aufwandigen Multiplikation die folgende Zahl, die natiirlich eine
Quarte ist."

310.534.559.388.245.484.896.256

232.900.919.541.184.113.672.192
Damit unsere Musik, von jeder Schwierigkeit gereinigt, sich deutlicher und angenehmer
gestaltet, wollen wir, Stifel folgend, hier eine andere Methode vorstellen, die wir gemaR
der cossischen Zahlen oder den astronomisch kleinen so geordnet haben, dass auch fur
einen Anfanger nichts leichter ist, als gegebene Konsonanzen und Intervalle zu addieren
und zu subtrahieren, zu multiplizieren und zu dividieren. Obwohl wir weiter oben schon
Notenzeichen angegeben haben, wollen wir sie hier noch einmal wiederholen. Den
Ganzton bezeichnen wir mit diesem Zeichen: »l«

} Quarte

<130>
Hier sind die graphischen Darstellungen,
mit denen wir die einzelnen Intervalle notieren:

Ganzton I
Terz [Ditonus] Il
Tritonus i
Kleiner Halbton oder Diésis _
[Pythagoreische] kleine Terz wird notiert als

Quarte, aus zwei Ganztonen und einem kleinen Halbton
Quinte, aus drei Ganztonen und einem kleinen Halbton 11
Oktave, aus 5 Ganzténen und 2 kleinen Halbténen il
Komma, der neunte Teil eines Ganztons o]
GrofRer Halbton, der aus kleinem Halbton und Komma besteht 0

Wenn aber Musiker von irrationalen Proportionen sprechen (wie zum Beispiel von Schisma
und Diaschisma und einigen anderen), benutzen sie solche Zeichen:

Bei Kircher beginnt die untere Zahl mit 239......... ; dieses Verhaltnis ergibt nicht 4 : 3.
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Schisma, eine halbes Komma / Diaschisma, ein halber kleiner Halbton
Halber Ganzton aus Schisma und kleinem Halbton, eine irrationale Proportion
Halber grofier Halbton aus Schisma und Diaschisma
Halbe Oktave aus Quarte und einem halben Ganzton

Man sieht hier, wie gut die einzelnen Intervalle dargestellt werden kénnen, wenn man
diese Zeichen verwendet. Wir nutzen sie zur Durchflihrung jeglicher arithmetischer
Operationen. Sollen zum Beispiel zwei Kommata zu finf Halbtonen hinzugegeben werden,
erhalt man das gesuchte Ergebnis, wenn man oo zu == hinzufiligt, wie folgt: == & oo.
Vier Kommata zum Tritonus hinzu ergibt lll & oooo. Ein Komma zur kleinen Terz hinzu ergibt
| & o.

Wenn man wiederum eine Quinte zu einer Quarte hinzufiigen will, erhalt man das gesuchte
Ergebnis, wenn man |l zu Il hinzufigt und so erhdlt man, lllll, das Zeichen, das der
Konsonanz der Oktave entspricht. Will man schlielich einen Tritonus zu einer Oktave
hinzuflgen, erhalt man das gesuchte Ergebnis, wenn man Illll zu Il hinzufugt und erhalt so
L. Genau so geht man auch sonst vor. So wird ein Schisma zur verminderten Quinte
hinzugegeben und ergibt eine halbe Oktave wie . zu ll, ergibt Il & ..

Proposition |l

Die musikalische Subtraktion

Wenn man eine Quarte von einer Quinte abziehen will, so schreibt man es so: Il Il. Denn Il
abgezogen von Il ergibt I. Nach Jordanus bleibt, wenn ein Sesquitertium- [4 : 3] von einem
Sesquialterum-Intervall [3 : 2] abgezogen wird, ein Sesquioctavum-Intervall [9 : 8] Ubrig,
also ein Ganzton. Wenn auf diese Weise ein Sesquioctavum- von einem Sesquitertium-
Intervall abgezogen wird, d. h. ein Ganzton von einer Quarte, bleibt die kleine Terz Ubrig,
so, wie | von |l abgezogen | ergibt. Genauso ist es, wenn man einen kleinen Halbton von
einem Ganzton abzieht: dann bleibt ein groRer Halbton. — von = & o abgezogen ergibt
— & 0. Wenn man einen kleinen Halbton von einem grofRen abzieht, bleibt ein Komma,
also — von — & . ergibt o. Die Halfte eines Ganztones von der Halfte einer Oktave
abgezogen, ergibt die Quarte, also — & ovon Il & . ergibt II.

Wird schlieBlich der dritte Teil eines Ganztons von der Summe von zwei Dritteln eines
kleinen Halbtons <131> plus ein Diaschisma sowie des dritten Teil eines Diaschimas plus
ein Schisma abgezogen, bleibt noch ein Drittel eines Ganztons lbrig. Man sieht also, mit
welch feinsinniger Beweisfiihrung und doch einfacher Methode wir all diese Operationen
der Musik durchfiihren.
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Proposition Il
Die Multiplikation in der Musik

Man mochte beispielsweise eine kleine Terz aus Schisma und Diaschisma mit 1 mulg:

4 multiplizieren. Das stelle man wie nebenstehend auf. Dann multipliziert Zplics‘d’
eines man jedes Einzelne mit 4 und folgende Anordnung der Zeichen: Illl & = 4“',“"1“?”_
& ITIT & e cans,

Das heildt, vier kleinere Halbtone und vier Schismata ergeben zwei Ganzténe, & multi-
die gemeinsam mit vier Ganzténen und vier Diaschismata, also zwei kleinen _fl‘fi'.’f‘_"
Halbténen, zwei Quinten ergeben, wie die Darstellung zeigt. 232;“f“P11-
Ein kleiner Halbton und ein Schisma mit 6 multipliziert, ergibt einen Tritonus. Dies stellt
man wie folgt dar. Multipliziert man dann die einzelnen Zeichen »—« und »_« mit 6, erhalt
man als Ergebnis E....... Wenn man die genannten Werte mit 6 multipliziert, ergeben
sich also drei Ill oder Ganztone. Denn drei Ganztone, die in sechs Diésen und sechs

Schismata zerlegt werden, ergeben drei Ganztone.

Wenn man wiederum eine verminderte Quinte und ein Schisma mit 4 multipliziert, erhalt
man eine Doppeloktave, wie es die Darstellung zeigt. Man multipliziert die einzelnen
Zeichen mit 4 und erhalt folgende Zeichen: llIIIIEE=._...... Diese einzelnen (i
Zeichen bilden die Doppeloktave, die hier aufgeldst ist, das heildt eine Proportio =

guadrupla, wie nebenstehend gezeigt.

|

|1Hl

Proposition IV

Die musikalische Division

Will man eine Doppelquinte durch 4 teilen, erhalt man eine kleine Terz mit Schisma und
Diaschisma. Was geteilt werden soll, sieht so aus: llllll. Man teilt also die obigen sechs
[Ganztone] durch 4 und erhélt 1%, den Sesquiton [Eineinhalbganzton], d. h.:

u

Dann teilt man zwei kleine Halbtone durch 4 und erhilt % von einem kleinen Halbton. Das

ist ein Diaschisma und wird mit diesem Zeichen dargestellt: | . So ergibt auch der Tritonus
durch 6 geteilt das Ergebnis — & -, %2 Ganzton.

Auf gleiche Weise ergibt eine Doppeloktave, wenn man sie durch 4 teilt, eine verminderte
Quinte mit Schisma. Zuerst werden zehn Ganztone durch 4 geteilt: Das ergibt 2%2 Ganztone,
d. h. Il. Dann das Ubrige, also vier kleinere Halbténe durch 4: Es bleibt —, ein kleiner
Halbton. Insgesamt ergibt sich Il & .
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Proposition V

Multiplikation mit Briichen

::,;'L Semidiapente [verminderte Quinte] durch 3: 4
Will man eine verminderte Quinte mit % multiplizieren, dann ergibt das eine kleine Terz mit
einem kleinen Halbton, einem Schisma und einem Diaschisma, d. h. | & = & .. Man gehe
so vor wie in dem am Rand abgedruckten Beispiel. Zuerst multipliziere man 3 femid;
zwei Ganztdne mit dem Zahler 3 und teile das Ergebnis durch den Nenner, also G~ pér 3.
durch 4. Es ergibt sich 1% Ganzton, d. h.: ¥

u

Zweitens multipliziere man die zwei kleinen Halbténe mit dem Zahler und teile das Produkt
durch den Nenner. Das ergibt 1% eines kleinen Halbtons mit Diaschisma. Wenn man dies
priifen will, gehe man so vor: Die Multiplikation von | & = & . mit 4 ergibt vier Ganztone,
acht kleine Halbtone, vier Schismata und vier Diaschismata. Fasst man dies zusammen,
ergeben sich sechs Ganztdne und sechs kleine Halbténe. Teilt man das durch 3, erhalt man
zwei Ganztone und zwei kleine Halbtone. Das ist Il, die verminderte Quinte. Daraus wird
deutlich, dass <132> % eines Ganztons aus % eines kleinen Halbtons mit Diaschisma und %
eines Diaschismas mit Schisma und % eines Schismas bestehen. Es wird auch deutlich, dass
vier Ganztone geteilt durch 3 und ebenso acht kleine Halbtone geteilt durch 3 1l ergeben.
Wenn man von diesen Quotienten 1% eines Ganztons mit zwei kleinen Halbtonen abzieht,
bleiben % eines kleinen Halbtons, %/3 eines Diaschismas und %/; eines Schismas ubrig. Diese
alle zusammen ergeben % eines Ganztons. Das zeige ich, indem % eines Ganztons zu 1%
eines Ganztons zugezahlt wird, was zwei volle Ganztdne ergibt, die zusammen mit zwei
kleinen Halbténen die verminderte Quinte ergeben. Doch das ist aus dem Vorangegan-
genen schon bekannt.

Proposition VI

Die musikalische Teilung durch Briiche

Es sollen zum Beispiel acht Ganzténe und drei kleine Halbténe durch 3/ geteilt werden
oder, was dasselbe ist, [mit] >/ [multipliziert]. Das ergibt fiinf Ganzténe und "/ eines
kleinen Halbtons. Daraus wird deutlich, dass noch % eines kleinen Halbtons zur Vollendung
der Oktave fehlt. Man sieht also, wie schon und kunstvoll irrationale durch rationale Zahlen
berechnet werden kénnen. Ohne Zweifel werden damit schlaue Képfe eine riesige Menge
neuer Erfindungen zur Auflosung solcher Zahlen machen. Doch wie nicht jeder nach Korinth
gehen kann,® so wollen wir es tiefgriindigeren Geistern Uberlassen, diese Friichte zu
kosten.

20 Wohlstand und kulturelle Bliite Korinths waren sprichwortlich. Vgl. Horaz, Epist. | XVII 36.
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Kapitel XII

Die Teilung des Ganztons

Zu allen Zeiten herrschte unter den Autoren ein Streit lGber die Teilung des Ganztones. Bis-
lang hat sich noch keiner gefunden, der diesen Streit schliissig hatte entscheiden kénnen.
Boethius, Jordanus und Stapulensis [Jacques Lefévre d’Etaples] behaupten, dass dies auch
gar nicht moglich sei. Doch einige neuere Autoren halten es fiir eine leichte Aufgabe.

Ein Ton kann durch eine ganze, natirliche Zahl
nicht in zwei gleich groRe Teile geteilt werden.

Um den Streit beizulegen, sagen wir, es sei aduvatov [unmaoglich], einen Ganzton durch
eine ganze, natirliche Zahl in zwei Teile zu teilen. Trotzdem kann ein Ganzton geteilt
werden (wie auch alle anderen Konsonanzen), wenn man gewisse Bruchteile akzeptiert, die
gemeinsam eine rationale Zahl bilden. Diese Meinung wollen wir so beweisen:

Proposition |

Ein Ganzton kann nicht durch eine bestimmte natiirliche Zahl
[numerus certus et constitutus] in zwei gleiche Teile geteilt werden (das heifst:
Wenn der Raum zwischen zwei Ténen zweigeteilt wird,
wird damit nicht auch der Ton in zwei gleiche Teile geteilt.)

3 | = e | | e e fl | =—|

¢ -5 e tnegtis f ngronhioclubr

Es werde die Intervall-Strecke a b des Ganztons in neun gleiche Teile geteilt. Dann ist klar,
dass a b und c b die dulReren Tone sind, da die Proportion eines Ganztones 9 : 8 betragt.
Nun wird in gleicher Weise jeder der neun Teile zweigeteilt: bei I, m, n, o, p, g etc. Ich
behaupte, dass, wenn der Raum zwischen a und c durch | zweigeteilt ist, der Ton dann nicht
gleichmaRig geteilt werde. Denn die Intervalle a b und | b sind nicht gleich grof8 wie die
Intervalle | b und c b. | b ist namlich ein Teil der ganzen Strecke a b. Deswegen ist das
Verhaltnisvonab zu |l b groRRer als das von | b zu c b. Letztere ist die Proportio sesquidecima
sexta [17 : 16], <133> erstere die Proportio sesquidecima septima [18 : 17]. Denn wie
Jordanus richtig beweist, ist, wenn eine beliebige Strecke durch beliebig viele gleiche
Abstdande geteilt wird, das Verhaltnis des Ganzen zur Teilstrecke vom nachstgelegenen
Teilungspunkt bis zum Ende kleiner als das Verhaltnis dieser Teilstrecke zur verbleibenden
Strecke vom zweiten Teilungspunkt zum Ende. GemaR dieser zitierten Behauptung ist die
Proportion a b zu | b also kleiner als die von | b zu ¢ b und verhalt sich [auch tatsachlich] wie
die Proportio sesquidecima septima [18 : 17] zur Proportio sesquidecima sexta [17 : 16].
Demnach kann also ein Ganzton nicht in zwei gleiche Teile geteilt werden, und
logischerweise mussen die Intervallea b /I b, und | b / ¢ b ungleich sein. Ein Ganzton kann
also nicht in zwei gleiche Teile geteilt werden: was zu beweisen war.
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Da aulRerdem die Proportion des einen Tons zum anderen die gleiche ist, die auch zwischen
den Intervallabstanden herrscht, und da das Intervall des Ganztons die superpartikulare
Proportion hat, kann man auch arithmethisch beweisen, dass die Zweiteilung adUvatov
[unmoglich] ist: ndmlich auf die Weise, dass der Ton die besagte Proportion hat, also die
Proportio sesquioctava [9 : 8], die eben nicht zweigeteilt werden kann. Auch in mehrere,
zum Beispiel in drei oder vier gleiche Teile kann er nicht geteilt werden, was aus dem
Gesagten einleuchtet und im Folgenden noch deutlicher wird.

Corollarium

Die Meinung des Aristoxenos zur Tonteilung

Daraus ist leicht erkennbar, dass Aristoxenos, der alles dem Urteil des Ohres UberlieR,
vollkommen in die Irre ging, wenn er glaubte, dass die Halbtone, anders als die Pythagoreer
meinten, tatsdchlich die Ganztone in der Mitte teilen. Seinen Nachfolger Martianus Felix
ertappt man bei einem noch argerlicheren Fehler: Er teilt einen Ton nicht nur in zwei
gleiche Teile, sondern in drei und vier. Zunachst teilt er den Ganzton in zwei gleiche Teile,
die er deshalb auch Halbténe nennt, dann zweitens in drei Teile, wobei er jeden dieser Teile
Drittel-Diésis nennt, schlieRlich in vier Teile und nennt jeden Teil Viertel-Diésis. Seine Diesis
ist also bald eine Drittel-, bald eine Viertel-Diésis.

Proposition |l

Wie man einen Ganzton durch irrationale Zahlen in zwei gleiche Teile teilt

Wie ein Ton mit irrationalen Zahlen geteilt wird

Im Vorhergehenden haben wir gesagt, dass ein Ganzton durch eine bestimmte natirliche
Zahl nicht in zwei gleiche Teile geteilt werden kann. Jetzt wollen wir sehen, ob er nicht
durch eine unbestimmte [incerto], nicht ganzzahlige [nullis unitatibus aggregato], d. h.
durch eine irrationale Zahl geteilt werden kann. Wer die Sache genau prift, wird sicher
erkennen, dass Schisma und Diaschisma von Philolaos aus keinem anderen Grund
eingefiihrt worden sind, als um damit die Zweiteilung des Ganztons zu ermdglichen. Das
soll nun syllogistisch nachgewiesen werden:

[Obersatz] Wer eine Halbierung des Kommas animmt, kann der Halbierung des Ganztons
nicht widersprechen.

[Untersatz] Boethius nimmt, in der Nachfolge von Philolaos, ein Schisma an (was ja nichts
anderes ist als die Halfte des Kommas).

[Konklusion] Also muss er auch die Halbierung des Ganztons annehmen.

Beweis des Obersatzes: Wer ein halbes Komma mit kleinem Halbton annimmt, der setzt
damit die Halfte des Ganztons an. Aber wer das Schisma mit dem kleinen Halbton setzt, der
setzt auch Komma mit dem kleinen Halbton an. Damit gibt er die Halfte des Ganztons an,
also kann er eine Halbierung des Ganztons nicht abstreiten. Nach Philolaos ist namlich
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a) eine Diésis der Betrag, um den die Proportio sesquitertia [4 : 3] groRer ist als zwei
Ganztone, b) das Komma der Betrag, um den die Proportio sesquioctava [9 : 8] groRer ist
als zwei Diésen, das heiBt zwei kleine Halbtone, und c) das Schisma die Hélfte eines
Kommas wie das Diaschisma die Hélfte einer Diésis, das heilt eines kleinen Halbtons. Wenn
man das annimmt, folgt daraus notwendig, dass ein Ganzton, der sonst meist anders geteilt
wird — namlich in eine Diésis, also einen kleinen Halbton, und eine Apotome oder, was
dasselbe ist, in zwei Diésen und ein Komma —, auch zweigeteilt wird durch eine Diésis (einen
kleinen Halbton oder zwei Diaschismata) und ein Schisma. Da ja, wie es schon haufig
wiederholt wurde, der gesamte Ganzton aus zwei kleinen Halbténen und einem Komma
besteht, wird man eine saubere Halbierung erhalten, wenn man zu dem kleinen Halbton
ein Schisma hinzufligt. Dieses ist namlich die Halfte eines Kommas, wie dies aus der
folgenden Darstellung hervorgeht.

<134>

Darstellung der Teilung des Ganztons
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Man sieht in dieser Darstellung, wie ein Ganzton durch Schismata in zwei gleiche Teile
geteilt werden kann und wie die exakte Halfte eines Ganztons neun Schismata enthilt, ein
Komma zwei Schismata, ein Diaschisma zwei Kommata, eine Diésis (oder ein kleiner
Halbton) zwei Diaschismata. Ein groRer Halbton enthalt genau zwei Diaschismata und ein
Komma.

Zweitens wird deutlich, wie viele Schismata, Kommata, Diaschismata und Diésen jeder
Ganzton enthalt. Wenn man den Ganzton verdoppelt, zeigt sich sofort die Teilung der
[pythagoreischen] groBen Terz: Zieht man ihm namlich eine Diésis (einen kleinen Halbton)
ab, bleibt eine kleine Terz mit Diésen, Diaschismata, Kommata und Schismata tbrig.
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Verdoppelt oder verdreifacht man den Ganzton und fligt noch eine Diésis oder zwei
Diaschismata oder vier Kommata hinzu, erhdlt man so viele Schismata, Kommata und
Diaschismata, wie eine Quarte oder eine Quinte sie enthalt. Daraus erkennt man, was
deren korrekte Halbierungen sind. Wenn man die Darstellung der Aufteilung des Ganztons
verfiinffacht und zwei kleine Halbtone hinzufiigt, die in Kommata und Schismata aufgeteilt
sind, erhdlt man eine Oktave, die in Diésis, Diaschismata, Kommata und Schismata geteilt
ist. Auch die korrekte Halfte einer Oktave wird sofort sichtbar. Damit man dies alles wie in
einer Synopse betrachten kann, hielt ich es fiir richtig, an dieser Stelle eine Ubersicht des
Ganzen anzufiigen.

Eine Tafel, die darstellt, wie viele Kommata und Schismata jedes Intervall enthdlt:

Intervall besteht aus Schismata Kommata
Schisma 1 0
Komma 2 1
Diaschisma 4 2
kl. Halbton 8 4
gr. Halbton 10 5
Ganzton 18 9
verm Terz 26 13
Terz 36 18
Quarte 44 22
Quinte 62 31
Tritonus 54 23
Oktave 106 53

Nachdem wir dies betrachtet haben, bleibt nichts weiter Ubrig, als dass wir angeben, mit
welcher Methode wir den Ganzton und jede andere Konsonanz mit Hilfe algebraischer
Wurzelzeichen zweiteilen kénnen.

Die Huiwolc [Halbierung] der musikalischen Intervalle

Beispiel |

Die Halbierung eines Kommas

Da sich die Strecke von Schisma zu Schisma verhalt wie 524.288 zu 534.441, multipliziert
man diese Zahlen miteinander und erhalt 278.628.139.008, die Hélfte des Kommas, was
sich so darstellt:

5.242.884

V278.628.139.008
534.441

} Schisma
} Schisma
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<136>
Beispiel Il

Die nuiwotg des Ganztons

Die Halfte eines Ganztons erhdlt man, wenn man die Zahlen seiner minimalen Proportion,
der Proportio sesquioctava [9 : 8], miteinander multipliziert, namlich 8 x 9. Es ergibt sich
die Quadratwurzel 72. Die Darstellung sieht so aus:

8 }Kleiner Halbton mit Schisma
V72 } Halfte des Ganztons
9 }Kleiner Halbton mit Schisma

Die Richtigkeit davon beweisen wir so: Die Zahlenwerte der Proportion werden quadriert.
Es wird deutlich, dass durch die Quadrierung der Teile der Ganzton exakt wiederhergestellt
wird. So wird 8 mit sich selbst multipliziert, das ergibt nach den Regeln des Algorithmus fiir
die Proportionen 64, und 9 x 9 ergibt 81. Zieht man davon 72 ab, so ergeben sich 8 und 9.

8 ergibt quadriert 64 oder 8
V72 72
9 81 9

Die Halbierung des groflen Halbtons [auch Apotome] wird erreicht, wenn man Schisma
mit Diaschisma verbindet.

Rechnung:

2.048 }Schisma mit Diaschisma
V4.478.976 }Halfte des grolRen Halbtons”*
2.187 }Schisma mit Diaschisma

Beispiel 11l
Die Halbierung der Oktave

Da eine Oktave aus fiinf Ganz- und zwei kleinen Halbtdnen besteht, also Illll , bildet ihre
Halfte die verminderte Quinte mit Schisma, wie es die Rechnung zeigt:

1 }verminderte Quinte mit Schisma
V2 }beide verbunden ergeben die Oktave
2 }vermindert Quinte mit Schisma

2 Das Verhiltnis 2.048 (211) zu 2.187 (3’) entspricht dem groRen Halbton.
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Da eine Oktave, wie gesagt, aus finf Ganz- und zwei kleinen Halbtdnen besteht und zwei
Schismata ein Komma und zwei kleine Halbténe mit Komma einen Ganzton ergeben, ist es
klar, dass sich llll Ganztone ergeben, wenn Il & Il vereinigt werden. Da zudem ein
vollstandiger Ganzton entsteht aus zwei kleinen Halbténen = und zwei Schismata . -, ergibt
sich, wenn man diesen mit den llll bereits gefundenen Ganzténen zusammenfiigt, und noch
die restlichen zwei kleinen Halbténen hinzunimmt, als Summe die vollstandige Oktave, die
so bezeichnet wird: 11l

<137>
Beispiel IV

Die Halbierung der Quarte

Hier begegnet uns eine nicht unerhebliche Schwierigkeit, namlich wie eine Quarte halbiert
werden kann. Doch wer das Vorausgegangene richtig verstanden hat, muss keine Angst
mehr haben.

Wir |6sen die Aufgabe so: Im Vorherigen haben wir als Halfte des kleinen Halbtons das
Diaschisma angesetzt, und sehen es unter den besagten Zahlen 243 und 256, die 62.258
[korrekt: 62.208] ergeben, wenn wir sie miteinander multiplizieren. Die Rechnung sieht so
aus:

243 } Diaschisma.
Vv62.258 }
256 }Diaschisma.

Da eine Quarte aus zwei Ganz- und einem kleinen Halbton besteht, also Il, muss ihre Halfte
notwendigerweise ein Ganzton mit Diaschisma sein, also | & 7. Verdoppelt [quadriert] man
dies, wird [die Quarte] wiederhergestellt als Il. 77, zwei Diaschismata, ergeben namlich —,
einen kleinen Halbton; | & 7 zusammen mit | & 7 ergibt also offensichtlich 1l. Wenn man
zudem noch die kleinsten Zahlenwerte der Proportion der Quarte [4 : 3] miteinander
multipliziert, erhalt man 12, wie es die Rechnung zeigt:

3 }Ganzton mit Diaschisma: | & 7.

}

vi2 } Ganzton mit Diaschisma : | & 7.

4

Aus all dem wird klar, dass man den besagten Ganzton ohne Schwierigkeiten in zwei Teile
teilen kann. Das hat auch Jordanus nicht bestritten. Aber wo einige Autoren das bestreiten,
muss man sehen, dass dies nur bei einer bestimmten, natirlichen Zahl oder, was dasselbe
ist, bei einer rationalen Zahl gilt. Es gilt nicht bei einer unbestimmten Zahl, die nicht aus
ganzzahligen Teilen aufgebaut ist, also bei den irrationalen Zahlen. Dass man eine solche
als Teiler verwenden kann, geht aus dem Vorhergehenden hervor.
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So bestehen einige der oben besprochenen Halbierungen zum einen Teil aus bestimmten
oder rationalen Zahlen, zum anderen Teil aus unbestimmten und unbekannten, also
irrationalen Zahlen, was das Zeichen »V« deutlich macht, wie es Kenner der Algebra wissen.

Ich weild sehr wohl, dass man einen Ganzton mathematisch exakt nicht in finf Teile teilen
kann. Da die Diésis, wie wir sie auffassen, die Differenz zwischen einem groen und einem
kleinen Halbton ist (wohingegen viele, und hauptsachlich diejenigen, die Aristoxenos
folgen, sie dem kleinen Halbton gleich erachten), so folgt daraus, dass ein Ganzton nicht in
genau fiinf gleiche Teile geteilt werden kann, da zwei Diésen gemall unserer streng
mathematischen Auffassung groRer sind als ein kleiner Halbton. Weil zwei Diésen namlich
in der Proportion 16.384 zu 15.625% stehen — Zahlen die sich zueinander verhalten wie
25%59/1ce25 zU <138> 24 —, ist klar, dass der Uberschuss, um den zwei Diésen den kleinen
Halbton Gberragen, 2°°V/1s6,s5 ist. All dies ist den tiefsinnigeren Kennern der Theorie bekannt.

Deshalb irrt Fabio Colonna, wenn er glaubt, man kénne einen Ganzton in flinf genau gleiche
Teile unterteilen. Folglich sind auch seine enharmonischen Tonstufen falsch, die er auf
seiner Sambuca in der folgenden Reihenfolge festlegt:

I Z 3 4 SO 8 9 10 b 8 G

In diesem Schema hat er immerhin geistreich die enharmonischen Tonstufen aufgezeich-
net, und sicher hat sie keinen wahrnehmbaren Fehler auf den Instrumenten verursacht.
Dennoch irrt er: denn er nimmt an, diesen Ganzton streng mathematisch in finf gleiche
Teile geteilt zu haben, was wir als unmoglich nachgewiesen haben.

Dass wir aber im Vorausgegangenen den Ganzton in neun gleiche Kommata geteilt haben,
das geschah einerseits, um die Teilung des Ganztons zu vereinfachen, wie es auch Philolaos
und andere Alte meinten, aber auch um die Schwierigkeiten der Bruchzahlen zu vermeiden,
und ferner schliefllich, da eine solche Vorgehensweise in der musikalischen Praxis wohl
kaum einen Fehler verursacht.

Um dennoch dem Tadel der etwas pedantischeren Meister der Theorie zu entgehen, meine
ich, dass man, gemaR der Methode des Aristoxenos, der einen Ganzton in zwolf gleiche
Halbtone teilt, die Tonstufen einer diatonisch-chromatisch-enharmonischen Oktave auf
folgende Weise ordnen muss:

22 14
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System oder Oktave, geteilt in zwélf gleiche Halbténe:

Syftema siuc diapafon dinifumin 12. femit zqualia,
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Tonstufen einer diatonisch-chromatisch-enharmonischen Oktave:
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I 2 3 45 6 7 %9 101L I213 14 15 16 17 18 19 20 zz*"zf”

Die Semibreven bezeichnen diatonische Tonstufen, die Minimae chromatische und die
Semiminimae enharmonische. Genauso bezeichnet ein einfaches Kreuz die enharmonische
Diésis, ein doppeltes die chromatische oder den kleinen Halbton und das dreifache die
enharmonische Stufe.

<139>
Kapitel Xl

Drei Arten der Ordnung von Musik und der Tetrachorde

Ein Tongeschlecht [genus modulandi] ist nichts anderes als ein bestimmtes Verhaltnis
[habitudo] oder eine Ubereinstimmung von Klangen, die gemeinsam eine Quarte bilden. Es
ist in diesem Zusammenhang nichts anderes als eine bestimmte Beziehung, welche vier
Tone oder drei Intervalle eines Quartraums [Quartae] untereinander haben, was Viele als
ein Tetrachord bezeichnen. Das Tetrachord der Griechen ist eine festgelegte Ordnung von
Klangen, die in vier Saiten enthalten ist, deren duRere in derjenigen Proportion auseinan-
derliegen, die eine Quarte bildet, also der Proportio sesquitertia [4 : 3]. Die erste Musiker
[priscis musicis] nahmen drei Tongeschlechter an: erstens das diatonische, zweitens das
chromatische und drittens das enharmonische. Die besagten Geschlechter sind diese
Gattungen, weil durch unterschiedliche Teilung der Tetrachorde zwar unterschiedliche
Arten des Modulierens entstanden, die aber wieder auf diese drei Gattungen zurickgefihrt
wurden. An dieser Stelle will ich nichts weiter zu den unterschiedlichen Teilungen sagen,
die von verschiedenen Autoren der Alten — von Aristoxenos, Archytas, Didymos,
Eratosthenes und anderen — vorgenommen wurden (all deren Handschriften sind in
meinem Besitz). Stattdessen will ich nur solche Teilungen anfiihren, die am ehesten einen
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Beitrag fiir unser Thema zu liefern scheinen. Von dieser Art sind die des Ptolemaios: Sie
sind unter den anderen die verninftigsten und stimmen mit der Natur tGberein. Um zur
Sache zu kommen, stelle ich zuerst fest, dass das Tongeschlecht, das wir als diatonisch
bezeichnen, von den verstandigeren Musikern in finf Unterarten geteilt wird, d. h. in das
pythagoreisch-diatonische [diatonicum pythagoricum], das diatonische Moll [molle], das
syntonische [syntonum], tonische [toniacum] und das diatonisch-daquale [aequale].

§ |

Die finf Formen des diatonischen Tongeschlechts

In diesem Paragraphen will ich die eben genannten fiinf Arten [Species] nur kurz erklaren
und werde dann in zwei weiteren Paragraphen die beiden anderen Gattungen [Genera]
darstellen.

Die pythagoreisch-diatonische Species

Die pythagoreisch-diatonische Species schreitet in ihren Tetrachorden Uber das Intervall
eines kleinen Halbtons, d. h. nach der Proportio supertredecupartiens ducentesimas
quadragesimas tertias [256 : 243], was Ptolemaios auch als »Apotome« [Amotounv]
bezeichnet. Boethius nennt es auch »Limma« [Aelupa] oder »Diésis« [dleowv]. Von einem
solchen kleinen Halbton und (iber zwei Ganztdne, die in der Proportio sesquioctava [9 : 8]
stehen, geht es vom tiefen Ton zum hohen und in Gegenrichtung vom hohen Ton zum
tiefen durch die erwdhnten [zwei] Ganztdne und den kleinen Halbton. Man sehe sich das
folgende Beispiel an:

<140>
Das pythagoreisch-diatonische Tetrachord

6.144 Hypate meson.
wie 8 : 9, Ganzton in der Proportio sesquioctava

6.912 Lychanos hypaton.
wie 8 : 9, Ganzton in der Proportio sesquioctava

7.777 Parhypate hypaton.
wie 243 : 256, kleiner Halbton

8.192 Hypate hypaton.

Daraus wird deutlich, dass dieses Tongeschlecht so genannt wird, weil es immer lber zwei
Ganztone und einen kleinen Halbton voranschreitet. Dass dies eine ganz besondere
Ubereinstimmung mit dem Bau der Welt und der Natur hat und von den alten Philosophen
Platon und Aristoteles sehr geschatzt wurde, soll in der Physiologie der Musik dargestellt
werden.
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Die Diatonik in Moll

Diatonik in Moll nennt man es, wenn das Tetrachord vom tiefen zum hohen Ton lber das
Intervall der Proportio sesquivigesima [21 : 20] und zwei andere Intervalle verlduft, von
denen das eine in der Proportio sesquinona [10 : 9], das andere in der Proportio sesqui-
septima [8 : 7] steht, wie es das Beispiel deutlich macht:

Das diatonische Tetrachord in Moll

63 Hypate meson.
Sesquiseptima, 7 : 8
72 Lychanos hypaton.
Sesquinona, 9: 10
80-45 Parhypate hypaton.
Sesquivigesima, 20 : 21
84-48 Hypate hypaton.

Die syntonische Diatonik

Die syntonische Diatonik, die andere auch die »erregte« [incitatus] nennen, ist jene
Diatonik, deren Tetrachord vom tiefen zum hohen Ton lber ein Intervall in der Proportio
sesquiquintadecima [16 : 15] verlauft, das zwischen der ersten und zweiten Saite gestimmt
[contentus] wird, dann Uber ein zweites Intervall in der Proportio sesquioctava [9 : 8] und
zuletzt Uber ein Intervall in der Proportio sesquinona [10 : 9]. Riickwarts vom hohen zum
tiefen Ton steigt es Uber dieselben Intervalle herab, wie man hier sehen kann:

Das syntonische Tetrachord

Grol3e Zahlenwerte

© 36 Hypate meson.
E Prop. sesquinona, 9 : 10, kleiner Ganzton.
o s 40 Lychanos hypaton.
=, > o Prop. sesquioctava, 8 : 9, groRBer Ganzton.
5 8% & 45 Parhypate hypaton.
g a2 g
= =
§ 'g_ Proportio sesqui[quinta]decima, 16 : 15,
b 3 kleiner Halbton.
Q P
= b
o .
& &
o o 48 Hypate hypaton.
<141>

Dieses Tetrachord ist das eigentlich diatonische Tongeschlecht, wie es die jingeren Musiker
gebrauchen. Seine Zahlenwerte liegen namlich alle im Bereich der klingenden Zahlen, die
wir im Folgenden noch ausfiihrlicher besprechen werden.
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Die toniakische [toniacus] Diatonik

Die toniakische Diatonik, die einige mit der in Moll verwechseln, ist die, deren Tetrachord
folgendermalRen aufgebaut ist. Die erste und die zweite Saite bilden ein Intervall in der
Proportio sesquigesima septima, also 27 : 28. Das zweite Intervall steht in der Proportio
sesquiseptima, also 7 : 8, das dritte in der Proportio sesquioctava, also 8 : 9. Der Aufstieg
geht so von tief nach hoch und von da wieder nach tief tiber dieselben Intervalle, wie es
hier zu sehen ist:

Das toniakisch-diatonische Tetrachord

GroRe Zahlenwerte

168 Hypate meson.
Proportio sesquioctava, 8 : 9.

189 Lychanos hypaton.
Proportio sesquiseptima, 7 : 8.

216 Parhypate hypaton.
Proportio sesquivigesima septima, 27 : 28.

224 Hypate hypaton.

Die dquale Diatonik

Aquale Diatonik wird diejenige genannt, deren Tetrachord vom tiefen zum hohen Ton
zunachst mit dem Intervall der Proportio sesquiundecima (also 11 : 12) aufsteigt, dann mit
einem zweiten in der Proportio sesquidecima (also 10 : 11) und schlielRlich mit einem
dritten in der Proportio sesquinona (also 9 : 10), wie es unten deutlich wird:

Das diatonische Tetrachord dquale

9 Hypate meson.
Proportio sesquionona, 9 : 10.
10 Lychanos hypaton.
Proportio sesquidecima, 10 : 11.
11 Parhypate hypaton.
Proportio sesquiundecima, 11:12.

12 Hypate hypaton.

Man hat diese Diatonik »dqual« genannt, weil sie mit der GleichmaRigkeit einer
arithmetischen Reihe voranschreitet. Sie war zu allen Zeiten sehr beliebt. Deshalb hat
Ptolemaios sie nicht ohne Grund mit theologischen und politischen Dingen verglichen:
siehe dazu Zarlino, Boethius und andere.
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§ll

Das chromatische Tongeschlecht

Das zweite Tongeschlecht ist das »chromatische«. Es wird so genannt, weil es die Farbe der
Diatonik verandert. Zwischen dem ersten und dem dritten spielt es die gleiche Rolle wie
bunte Farben zwischen schwarz und weilS. <142> Es hat drei verschiedene Tetrachorde: ein
»altes«, eins in Moll und ein syntonisches [antiquum, molle, syntonum]. Das erste geht
Uber zwei Halbtone und einen Eineinhalbton [Trihemitonium] voran, das heift, es steigt
aufwarts vom tiefen zum hohen Ton Uber das Intervall eines kleinen Halbtons. Dann tber
ein zweites Intervall eines etwas groReren Halbtons, dessen Proportion die Proportio
superquintupartiens 76 [81 : 76] ist, und schlielRlich ein drittes Intervall, das drei Halbténe
enthalt, weswegen Boethius es das »Trisemitonium incompositum« nennt. Da sie in diesem
Tongeschlecht von keiner anderen Saite geteilt werden konnte, herrscht hier die Proportio
supertripartiens decimas sextas [19 : 16], wie es hier deutlich wird:

Das chromatische Tetrachord der Alten
6.144 Hypate meson.
Eineinhalbton in Proportion 16 : 19.
7.296 Lychanos hypaton.
Halbton in Proportion 76 : 81.
7.776 Parhypate hypaton.

Quarte [4:3]

Kleiner Halbton in Proportion 243 : 256.
8.192 Hypate hypaton.

Die Chromatik in Moll ist jene, deren Tetrachord so geordnet ist, dass die erste tiefste Saite
und die zweite ein Intervall von der Proportio sesquivigesima septima [27 : 28] bilden. Die
zweite und dritte Saite bilden ein Intervall von der Proportio sesquidecima quarta [14 : 15],
die dritte und die letzte, hohe eines von der Proportio sesquiquinta [5 : 6]. Dieses Intervall
galt auch als Konsonanz, was die Zahlenwerte der Proportion ganz deutlich klar machen.
Ihre Wurzelzahlen sind zwischen 6 und 5 angesiedelt bei den Teilen der klingenden Zahl.
Das folgende Beispiel soll uns in allen Dingen besser unterrichten:
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Das chromatische Tetrachord in Moll

105 Hypate meson.
Proportio sesquiquinta, 5 : 6.

126 Lychanos hypaton.
Proportio sesquiquartadecima, 14 : 15.

135 Parhypate hypaton.
Proportio sesquivigesimaseptima, 27 : 28.

140 Hypate hypaton.

»wChromatisch« oder »erregt« [incitatum] wird das Tongeschlecht genannt, dessen Tetra-
chord so geordnet ist, dass die erste und die zweite Saite im Abstand eines Intervalls in der
Proportio sesquivigesimaprima [21 : 22] klingen, die zweite und die dritte in der Proportio
sesquiundecima [11 : 12] und die dritte und die vierte in der Proportio sesquisexta [6 : 7].
Dazu die Darstellung:

Darstellung der syntonischen oder beschleunigten Chromatik

66 Hypate meson.
Proportio sesquisexta, 6 : 7.

77 Lychanos hypaton.
Proportio sesquiundecima, 11 : 12.

84 Parhypate hypaton.
Proportio sesquivigesimaprima, 21 : 22.

88 Hypate hypaton.

<143> Wegen seiner Kraft zur Verweichlichung der Herzen [vim quandam effaeminativam]
wurde dieses Tongeschlecht von den Alten nicht haufig verwendet, wie Macrobius
berichtet. Ptolemaus vergleicht es mit dem Stand der Hauswirtschaft [Oeconomico statui].

& 1l

Das enharmonische Tongeschlecht

Das dritte Tongeschlecht ist das enharmonische, das bei den Alten zwei Formen hatte: eine
sogenannte »alte« [antiquum] und die »ptolemaische« [Ptolemaicum]. Das »alte« Tetra-
chord war so aufgebaut, dass der Aufstieg vom tiefen zum hohen Ton liber zwei Diésen und
einen Ditonus incompositus verlief. Man konnte namlich bei diesem Tongeschlecht mit nur
dem einem Intervall auskommen. Die tiefere Diésis hatte die Proportio supra trigintatri-
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partiens quadringentesimas nonas [499 : 512], die hohere die Proportio supertredecu-
partiens 486 [486 : 499]. Sie waren also in einer arithmetischen Reihe angeordnet. Nach
Meinung der Alten war diese Diésis die Halfte des kleinen Halbtons.

Darstellung der alten Enharmonik

6.144 Hypate meson.
Ditonus [64 : 81; pythagoreische grof3e Terz].

7.776 Lychanos hypaton.
Diésis [486 : 499].

7.984 Parhypate hypaton.
Diésis [499 : 512].

8.192 Hypate hypaton.

Das ptolemadische enharmonische Tetrachord ist jenes, bei dem der Aufstieg vom tiefen
zum hohen Ton von der ersten zur zweiten Saite Uber ein Intervall in der Proportio sesqui-
quadragesima quinta [45 : 46] verlauft, von da zur dritten Saite Uber ein Intervall in der
Proportio sesquivigesima tertia [23 : 24] und von da zu vierten Saite Uber ein Intervall in
der Proportio sesquiquarta [4 : 5]. Dieses Intervall ist konsonant. Die Form seiner Propo-
rtion wird namlich durch das Verhaltnis von 5 : 4 in den Teilen der Zahl sechs erfasst. Das
ist die richtige enharmonische Terz, zu der im Folgenden die Darstellung folgt:

Darstellung der ptolemdischen Enharmonik

276 Hypate meson.
Proportio sesquiquarta, 4 : 5.

345 Lychanos hypaton.
Proportio sesquivigesima tertia, 23 : 24.

360 Parhypate hypaton.
Proportio sesquiquadragesima quinta, 45 : 46.

368 Hypate hypaton.

Dies also sind die drei Tongeschlechter, deren sich die Alten bedienten. Die Jliingeren
benutzen gewdhnlich nur noch das erste und das zweite. Damit man aber das eben Gesagte
besser verstehen kann, werden wir es noch mit Noten [notis suis] darstellen, damit auch
praktische Musiker erkennen koénnen, was unsere Absicht ist, wenn wir die
unterschiedlichen Tetrachorde der drei Tongeschlechter angeben.

Die erste und die letzte Saite sind jeweils fiir alle drei Tongeschlechter gleich. Die mittleren
aber sind eigentimlich fiir je ein Tongeschlecht.

<144> Bei dem diatonischen Tongeschlecht bestehen die Tetrachorde, wie gesagt, aus
einem kleinen Halbton und zwei Ganztdnen.
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Beim chromatischen aus zwei Halbténen und einem Eineinhalbton oder kleinen Terz.
Beim enharmonischen aus zwei Diésen und einem Ditonus oder groRRer Terz.

Das jeweilige System der drei Tongeschlechter setzt sich aus flinf Tetrachorden zusammen.
Das erste Tetrachord davon nennt man dasjenige der Grundtone [Principalium] oder auf
Griechisch »Hypaton«, das zweite »Meson« oder das der mittleren Tone. Das dritte das der
verbundenen Saiten oder »cuvvnuuévwv« [Synnemenon]. Das vierte das der unverbun-
denen Saiten oder »8lalevypévwv« [Diazeugmenon] und das fiinfte schlieBlich »vnt®v«
[Neton] oder das der hohen Saiten. Es ist so, dass die vierte Saite des ersten Tetrachords
gleichzeitig die erste Saite des zweiten Tetrachords ist, die vierte Saite des zweiten Tetra-
chords die erste des dritten. Daher spricht man vom Tetrachord der verbundenen Saiten,
weil die vierte Saite des zweiten Tetrachords mit der ersten des dritten verbunden ist. Die
erste Saite des vierten Tetrachords aber weicht von der vierten Saite des zweiten Tetra-
chords um einen Ganzton ab, was alles aus dem musikalischen Handwerk bekannt ist.
Damit man dies alles noch genauer verfolgen kann, haben wir die einzelnen Tetrachorde
der drei Tongeschlechter hier mit musikalischen Tonbuchstaben dargestellt, woraus sicher
ohne Anstrengung Klarheit gewonnen wird, wenn bisher vielleicht etwas zu dunkel
aufgezeigt worden ist.

Wie die lateinischen und griechischen Saitenbezeichnungen den musikalischen
Tonbuchstaben lber fiinf Tetrachorde zugeordnet werden:

A Nete hyperboleon, die letzte der hohen Saiten.

Tetrachordon Paranete hyperboleon, die zweite der hohen Saiten.
neton. Trite hyperboleon, die dritte der hohen Saiten.
Nete, die letzte der unverbundenen Saiten
Tetrachordon Paranete diezeugmenon, die zweite der unverbundenen Saiten.

diazeugmenon. Trite diezeugmenon, die dritte der unverbundenen Saiten.

Paramese, die nachste der mittleren, entspricht dem h [b durum]

Tetrachordon Nete synnemenon, die letzte der verbundenen Saiten.
synnemenon. Paranete synnemenon, die zweite der verbundenen Saiten.
Mese, die mittlere.
Tetrachordon Lychanos meson, Anzeiger [index] der mittleren Saiten.
meson. Parhypate meson, zweite der mittleren Saiten.
Hypate meson, tiefe der mittleren Saiten.
Tetrachordon Lychanos hypaton, Anzeiger [index] der tiefen Saiten
hypaton. Parhypate, zweite der tiefen Saiten

Parhypate hypaton, die tiefe der tiefen Saiten

G

F

E

D

C

B

D

C

B  Trite synnemenon, die dritte der verbundenen Saiten.
A

G

F

E

D

C

B

A Proslambanomenos, angenommener Ton [vox assumptal].
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<145>

Allgemeines diatonisch-chromatisch-enharmonischen System der fiinf Tetrachorde:
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Erkldrung und Anwendung der Tabelle

Diese Tabelle hat flinf Spalten. Die erste Spalte F enthalt die Bezeichnungen der Saiten der
einzelnen Tetrachorde. Die zweite, mit A bezeichnete Spalte enthalt die diatonischen
Tonstufen, die fir die einzelnen Tetrachorde in Musiknoten dargestellt sind. Spalte B
enthalt die chromatischen Tonstufen fiir die einzelnen Tetrachorde in Noten dargestellt.
Spalte C enthélt die enharmonischen Tonstufen fiir die einzelnen Tetrachorde in Noten
dargestellt. Spalte D enthalt die Bezeichnungen fiir die fiinf Tetrachorde.

Man sieht also, wie der Verlauf im Tetrachord des diatonischen Tongeschlechts liber den
Halbton und zwei Ganztdne geht, im chromatischen (iber zwei Halbténe und die kleine
Terz, im enharmonischen lber zwei Diésen und die groRRe Terz.
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<146>

In dieser Tafel sieht man, dass die Diatonik ihre Tetrachorde USRS S
[quartae] so anordnet, dass auf einen kleinen Halbton immer zwei E A " K B =
Ganztone folgen. Die Chromatik ordnet die Tetrachorde so, dass | G
bei den Ténen, die mi haben, auch fa und andererseits bei denen mi
die sol oder fa haben, auch mi setzen kann.
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Damit man alle chromatischen Tonstufen einer Quarte oder eines Tetrachords erkennen
kann, schien es mir gut, sie hier so darzustellen, wie sie aus der Schatzkammer der
modernen [reconditioribus] Theorie entnommen sind.

Die chromatischen Tonstufen eines Tetrachords
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Die Enharmonik hat ihre Tetrachorde so aufgebaut, dass der diatonische Halbton in zwei
gleiche Teile geteilt wird, die man Diésen nennt, von denen jede zwei Kommata enthalt.
Darauf folgen zwei Ganztdne oder eine groRe Terz. Damit steht sie in der Mitte zwischen
Chromatik und [Diatonik], wie es das Schema oben deutlich zeigt.

Die Tonstufen eines enharmonischen Tetrachords
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Kapitel XIV

Die Arten [de speciebus] der Quarte, Quinte und Oktave?

§ |

Vom Ganzton

Was ist ein Ganzton?

Der Ganzton ist ein musikalisches Intervall, das die Stimme entweder durch eine einzelne
Hebung empor- oder durch eine einzelne Senkung herabtragt. Es enthalt nach Philolaos
und anderen neun Kommata, wovon wir im Vorausgegangenen ausfiihrlich gesprochen
haben.

Was ist ein Komma?

Ein Komma ist der kleinste Abstand zwischen zwei Tonen. Zwei davon bilden eine Diésis im
enharmonischen Tongeschlecht. Man unterteilt, wie schon gesagt, den Ganzton in einen
groRen und einen kleinen Halbton. Der kleine besteht aus vier, der grofRe aus flinf
Kommata. Zusammengezahlt ergeben also neun Kommata einen Ganzton, was man ganz
leicht nachprifen kann, wenn man ein Monochord <147> in neun gleiche Teile teilt (wobei
jeder Teil ein Komma darstellt), was aus der Darstellung im Vorausgegangenen deutlich
wird.

§ 1l
Der kleine Halbton

Der Halbton ist die Seele der Musik.

Der kleine Halbton, wie zum Beispiel mi zu fa, hat eine solche Bedeutung, dass es ohne ihn
keine Vielfalt [varietas] in der Musik gabe. Fiir den gesamten musikalischen Abwechslungs-
reichtum ist der kleine Halbton die einzige Ursache. Er allein bildet die unterschiedlichen
Formen aller Konsonanzen. Er allein ist die Ursache fiir die Verschiedenheit der Tonge-
schlechter. Er allein ist, entsprechend seiner Stellung in den Tetrachorden, der Ursprung
des Unterschiedes der Affekte, welche die unterschiedlichen Tone und Tonarten erzeugen.
Nahme man ihn weg, musste alle Musik zugrunde gehen. Je nach Disposition des kleinen
Halbtons [pro diversitate dispositionis huius] verandern sich die Konsonanzen. Doch dies
wollen wir durch Beispiele erklaren.

2 Mit species ist hier sowohl die Art (als Unterart einer Gattung, wie auch die Gestalt und die

Erscheinungsform gemeint. Diese Bedeutungsvielfalt ist in der Ubersetzung nicht wiederzugeben.
Wir schreiben daher in den Uberschriften »Art«, verwenden im Text aber gelegentlich »Form« oder
»Gestalt«. — Gemeint sind jeweils die Intervallrdume.
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& 1l

Die Arten [species] der Quarte

Was ist eine Quarte?

Die Diatessaron oder reine Quarte umfasst zwei Ganzténe und jeweils einem kleinen
Halbton und hat vier Tone, wie zum Beispiel ut, re, mi, fa. Da der kleine Halbton, also zum
Beispiel mi—fa, meist an erster Stelle steht, manchmal an zweiter, gelegentlich an letzter
(wie im angefligten Beispiel deutlich wird), gibt es ebensoviele Arten eines konsonanten
Intervalls, wie mi und fa die Stellung wechseln kann. In jedem Intervallraum einer Quarte
kann der Halbton dreimal seine Stellung wechseln. Deshalb muss man drei Formen der
Quartraume annehmen. Die erste ist die, wenn mi—fa an erster, die zweite, wenn mi—fa an
zweiter, die dritte, wenn mi—fa an dritter Stelle steht. Es soll dies eine allgemeine Regel fur
die Musiker sein, dass es ebensoviele Formen der Konsonanzen gibt wie Téne in der
Konsonanz minus eins. Da die Quarte vier Tone hat, bleiben, wenn man eins abzieht, drei
Formen der Quarte Das soll durch die folgenden Beispiele noch klarer werden:

3 Specxes IL Specxcs. BT Spcéie,s:
Q:"::*::‘::::::’*: 2 Y ien baon

R ——
R e Q=N
\ - - ———_ ;-- —y—
—
<> —-—-'

l i fa_ Jol la vt ye mi fz

: v m /;,1
.Sc"’im” tanusTIOME | T} 1 tonus femi tomos; 4 ¢ tonbs togus femit

P S e g i Sy

Die schwarzen Noten bezeichnen die kleinen Halbtone mi—fa, die weien die Ganzténe.

Weil einige wissen, dass es groRe und kleine Ganztdne gibt, nehmen sie so viele Formen
bei der Konsonanz der Quarte an, wie es zwischen dem kleinen Halbton und dem grof3en
und dem kleinen Ganzton Stellungswechsel gibt. Weil man nach den Regeln der
Kombinatorik drei Dinge in sechs Weisen miteinander kombinieren kann, vertreten sie die
Meinung, dass die Quarte sechs Gestalten [species] habe, wie folgt:

<148>
1. Halbton grofler Ganzton kleiner Ganzton
2. Halbton kleiner Ganzton grofler Ganzton
3. groller Ganzton Halbton kleiner Ganzton
4. grolRer Ganzton kleiner Ganzton Halbton
5. kleiner Ganzton grofler Ganzton Halbton
6.

kleiner Ganzton

Halbton

grofler Ganzton

Wie man sieht, ist die erste Form so gebaut, dass der Halbton an erster, der groRe Ganzton
an zweiter und der kleine Ganzton an dritter Stelle steht. Bei der zweiten Form steht wieder
der Halbton an erster, der kleine Ganzton an zweiter und der grol3e an dritter Stelle und so
weiter, wie es die Aufstellung zeigt. Wie feinsinnig all das auch sein mag, setzen doch, da
man den Unterschied zwischen dem groRBen und dem kleinen Ganzton kaum wahrnimmt,
die meisten nur drei Formen einer Quarte an, wie es im obigen Schema dargestellt ist.
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§IVv
Die Arten der Quinte

Die vier Formen der Quinte

Die Diapente oder vollkommene [reine] Quinte besteht aus drei Ganzténen und einem
kleinen Halbton. Sie hat also fiinf Téne, zum Beispiel ut, re, mi, fa, sol. Daher hat nach obiger
Regel jeder Quintraum vier Formen oder, was dasselbe ist, in jedem Quintraum kénnen mi
und fa viermal ihre Stellung wechseln, wie folgt. Die schwarzen Noten zeigen wieder die
Stellung des Halbtons an, die weillen die der Ganztone.
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Diejenigen, die den Halbton mit dem grofen und dem kleinen Ganzton kombinieren,
erhalten bei jeder Quinte 24 Kombinationsmoglichkeiten und eben so viele Spezies der
Quinte. Da namlich drei Einzeldinge sechs Kombinationen zulassen, wie es am obigen
Beispiel deutlich wurde, erhdlt man, wenn man sie mit den hier dargestellten vier Formen
der Quinte kombiniert, also 6 x 4 multipliziert, 24 Formen. Da man aber in jeder Quinte
zwei gleiche Intervalle findet, teilt man die Kombinationsmoglichkeiten, das heilt 24, durch
2, was zwolf Kombinationsmoglichkeiten ergibt. Mithin sind es zwolf Formen einer Quinte,
wie folgt:

1. grofler Ganzton kleiner Ganzton Halbton grofler Ganzton
2. kleiner Ganzton grofler Ganzton Halbton grofler Ganzton
3. grofler Ganzton grofler Ganzton Halbton kleiner Ganzton
4. grofler Ganzton kleiner Ganzton grofler Ganzton Halbton

5. grofler Ganzton grofler Ganzton kleiner Ganzton Halbton

6. kleiner Ganzton grofler Ganzton grofler Ganzton Halbton

7. Halbton grofler Ganzton kleiner Ganzton grofler Ganzton
8. Halbton grofler Ganzton grofler Ganzton kleiner Ganzton
9. Halbton [kleiner] Ganzton grofler Ganzton grofler Ganzton
<149>

10. grofler Ganzton Halbton kleiner Ganzton [groRer] Ganzton
11. grofler Ganzton Halbton grofler Ganzton kleiner Ganzton
12. kleiner Ganzton Halbton grofler Ganzton grofler Ganzton

Kircher: Musurg

ia, Buch Ill

94

Stand: 3. Feb. 2016



Dies sind die Kombinationen der zwolf Formen der Quinte, streng mathematisch betrach-
tet. Da sie aber kaum Eingang in die Musikpraxis gefunden haben, geht man davon aus,
dass die Quinte nur vier Formen hat. Mehr dartber in unsere Rhabdologia der Musurgia.

§V
Die Arten der Oktave

Die Oktave hat sieben Formen.

Da eine Oktave aus Quinte und Quarte aufgebaut ist, erhdlt man die Formen der Oktave,
wenn man die der Quarte und der Quinte zusammenzahlt. Soeben haben wir drei Formen
der Quarte und vier der Quinte gefunden. Aus der Addition 3 + 4 erhalt man, was man
begehrt: die sieben Formen der Oktave. Um sie zu erklaren, benétigt man nur die unten
angefligte Aufstellung des Schemas. Daraus erkennt man leicht Lage und Stellung der
Formen. Die Stellung des Halbtons haben wir jeweils mit schwarzen Noten gekennzeichnet.

Die sieben Formen der Oktave:
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Als nachstes wollen wir die Arten der chromatischen und enharmonischen Quarten,
Quinten und Oktaven beschreiben. So wie wir im diatonischen Tongeschlecht drei
unterschiedliche Arten der besagten Konsonanzen bestimmt haben, so kénnen wir genau
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so viele in <150> der Chromatik und Enharmonik bestimmen, also zwolf unterschiedliche
Tonarten, wie man spater sehen wird. Da wir oben gesehen haben, dass jede einzelne
chromatische Quarte aus zwei Halbtonen — einem groRen und einem kleinen — sowie einer
kleinen Terz besteht, muss es nach den Regeln der Kombinationskunst sechs Gestalten der
chromatischen Quarte geben, und zwar:

Kombinationsmdglichkeiten der Formen einer chromatischen Quarte

oOukwNE

Man

sieht an dieser

groller Halbton
kleiner Halbton
kleine Terz
kleine Terz
groller Halbton
kleiner Halbton

Darstellung, dass

kleiner Halbton
groller Halbton
grofler Halbton
kleiner Halbton
kleine Terz
kleine Terz

kleine Terz
kleine Terz
kleiner Halbton
groller Halbton
kleiner Halbton
groller Halbton

allein die kleine Terz

den gesamten

Variationsreichtum des chromatischen Tongeschlechts ausmacht. Wenn einer bei der
Quarte des enharmonischen Geschlechts zwei Diésen — eine groRe und eine kleine —
zusammen mit einer Terz ansetzen wiirde, misste er in gleicher Weise sechs Formen einer
enharmonischen Quarte angeben konnen. Die groRe Diésis haben wir oben mit der
Proportion 25 : 24 bestimmt, die kleine als 128 : 125. Das kleine chromatische Intervall ist
ein groRes enharmonisches, wie auch das groRe chromatische ein kleines diatonisches ist.
Wir stellen jetzt die chromatische und die enharmonische Oktave in Noten vor, damit man
unsere Worte besser verstehen kann:
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Man beachte hier, dass jede enharmonische Note durch den Punkt, der iber die Note
gesetzt ist, um einen Viertelton oder eine Diésis erhoht wird. So ist zum Beispiel die zweite
Note hoher als die erste, und zwar um eine Diésis. Das gilt auch fir die anderen. Bei der
chromatischen Oktave erniedrigt das b den Ton um einen Halbton. Wiirde jemand die
Oktave in 24 Diésen einteilen, kdnnte dies durch solche Noten nicht dargestellt werden,
sondern das System einer diatonisch-chromatisch-enharmonischen Oktave wiirde wie folgt

aussehen mussen:
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Tonstufen des Systems einer diatonisch-chromatisch-enharmonischen Oktave:

s
N BIL FEDT

<151>
Kapitel XV

Die musikalischen Modi

Wie verschieden die Meinungen der Alten liber die Modi, ihre Natur und Eigenart sind, so
verschieden sind sie auch liber ihre Ordnung, Stellung und ihren Aufbau.

Verschiedene Meinungen liber die musikalischen Modi

Platon setzte an erste Stelle den mixolydischen Modus [Lydias mistas], mit dem er den
hohen lydischen verknipfte. An zweite Stelle setzte er den ionischen, an die dritte den
dorischen und phrygischen. Dass er diese Aufstellung aber nicht festgelegt hat, um eine
naturliche Ordnung zu signalisieren, sondern nur arbitrar, wird daraus klar, dass er an
anderer Stelle die angefiihrte Ordnung veranderte: Er setzte dann an die erste Stelle den
ionischen Modus, den lydischen an die zweite und danach erst den phrygischen.

Ptolemaios und Boethius bewahrten bei der Anordnung der Tonoi folgende Ordnung: Sie
setzten das Hypodorische an die erste Stelle, unterhalb aller anderen. In die H6he setzten
sie Uber alle anderen das Mixolydische und Hypermixolydische. Dann setzten sie Uiber das
Hypodorische das Hypophrygische, danach das Hypolydische, dahinter das Dorische, dann
unmittelbar das Phrygische. Apuleius stellte an die erste Stelle das Aolische und danach das
lonische, dann der Reihe nach die anderen. Martianus Capella platzierte zuerst das
Lydische, danach das lonische und darauf die anderen. Es gab auch solche, die an erste
Stelle das Mixolydische setzten wie zum Beispiel Euklid und Gaudentius. lulius Pollux setzte
zusammen mit Plutarch und Cassiodor das Dorische, Lucian das Phrygische an die erste
Stelle.

Haresien in der Musik

Aus dieser groRtmoglichen Verwirrung entstanden auch die bedeutendsten Abspaltungen
[haereses] in der Wissenschaft der Musik, von denen die Autoritdten besonders zwei
herausstellen: Die erste war die von Pythagoras, die zweite die von Aristoxenos. Beide
hatten schier unzahlige Anhanger, so dass man kaum einen Durchblick gewinnt, wenn man
ihnen folgen will.

Um uns aus dieser groRen Verwirrung zu befreien, muss, wie wir glauben, in der Wissen-
schaft der enharmonischen Ordnung grofSte Sorgfalt angewendet werden. Wir wollen also
zunachst erklaren, was ein Modus und was ein Tonus ist. Zweitens erklaren wir, wie sie
entstanden und abgeleitet sind. Drittens besprechen wir ihre Anordnung durch die Alten
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bei der Darstellung der Tonoi. Viertens die Abweichung (von den Modi der Alten) durch die
modernen Musiker in unserer Zeit. Fiinftens sprechen wir iber den Ursprung der Modi und
Uber ihre jeweilige Natur.

Definition des Modus

Was ist ein Modus?

Ein musikalischer oder harmonischer Modus, griechisch tpomnocg [trépos], was »Figur«
bedeutet, ist nichts anderes als eine bestimmte Art und Weise, gewisse musikalische
Zusammenkldnge zu bilden, die von Anfang bis Ende dafiir eingerichtet ist, eine bestimmte
Gleichheit des Auf- und Abstiegs und Zusammenklange, welche Affekte bilden, zu schaffen.
Anders gesagt: Modi oder Oktavgattungen sind Gattungen der Harmonie, welche aus den
sieben Formen der Oktave, die entsprechend der Teilung und Verkniipfung von Quarte und
Quinte entstehen, hervorgehen und dazu dienen, unterschiedliche Affekte und Bewegun-
gen des Herzens auszudriicken. Glarean vergleicht sie mit einem Fluss, der einmal wasser-
reich, dann wasserarm und dann wieder tiberschaumend ist. Die Modi sind Grund und Ur-
sprung [causa et origo] fir all den Reichtum der Harmonie, sie bewirken in der Musik
dasselbe, was in der Dialektik die Figuren der Syllogismen bewirken. Wie namlich in der
Philosophie kein ordentlicher Diskurs ohne eine kunstvolle, variationsreiche Anordnung
der Syllogismen gefiihrt werden kann, so wird man auch in der Musik ohne eine kunstvolle
Anordnung der Modi nichts Anstandiges hervorbringen. Wer also einen Gesang ohne einen
bestimmten Modus komponiert, gebraucht einen Syllogismus ohne Figur. Die Modi sind
ferner dasselbe, was in der Malerei die richtige Verteilung der Farben ist und das richtige
Verhaltnis der Glieder zueinander. Dasselbe, was in der Natur der Dinge die Einordnung der
einzelnen Arten in ihre Gattungen ist, das sind in der Musik die Modi. Doch mehr dazu im
Folgenden.

<152>
Kapitel XVI
Etymologie, Anzahl und Reihenfolge der Modi

Die erwdhnten Modi wurden nach den verschiedenen Lindern benannt, in denen sie
benutzt wurden. Deshalb haben die Lydier die Gattung, die sie am meisten anwendeten,
die »lydische« genannt, die Phrygier ihre Gattung »phrygisch«, die Dorier ihre »dorisch,
die Aolier ihre »3olisch«, die lonier ihre »ionisch« und so weiter. Wie sich ndmlich diese
Volker in ihrer Sprache und ihren Sitten voneinander unterschieden, so auch in den
musikalischen Modi: Jedes Volk benutzte die Modi, die am besten zu seiner Natur passten,
oder, um es noch besser zu sagen, es benutzte die Modi, die zu ergreifen es seine Natur
einlud und antrieb. Siehe dazu unsere musikalische Physiologie.
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Unterschiedliche Formen der Modi

Nachdem gemal} der verschiedenen Arten [species] der Oktave auch verschiedene Modi
entstanden sind, teilte man einem jeden der [bereits] erwdahnten [Modi] noch einen
untergeordneten Modus zu. So entstanden der »hypolydische«, der »hypodorische«, der
»hypophrygische«, der »hypomixolydische«, der »hypoaolische« und der »hypoionische«
Modus, dem man noch den »ionischen« und den »hypoionischen« hinzufligte. So haben
sich also gemaR der Verdopplung der sieben Oktavformen 14 Formen herausgebildet: mehr
dazu in unserer Melopoeia [lib. V]. Die Alten haben in ihrem ungelehrten Zeitalter nur drei
festgesetzt: den lydischen, dorischen und phrygischen Modus. In den folgenden gelehr-
teren Jahrhunderten haben sich aus den dreien sieben entwickelt, also der hypodorische,
hypophrygische, hypolydische, dorische, phrygische, lydische und mixolydische. Welche in
der Reihe nun der erste, zweite oder dritte ist — niemand héatte das bisher bestimmen
kénnen. Unter den Autoren gibt es groBe Meinungsverschiedenheit, so dass man kaum
durchschauen kann, welchem Modus man den ersten Rang zuschreiben muss. Einige
glaubten, die Reihenfolge von der der sieben Oktavgattungen Gibernehmen zu missen. Da
aber jede von ihnen [den Oktavgattungen] den ersten Platz einnehmen kénnte, kann ich
nicht erkennen, wie man ihre Meinung stitzen kénnte. Wir wollen trotzdem ihre
Vorgehensweise betrachten.

Die Aufteilung der Formen der Oktave

Die erste Form der Oktave setzten sie von B mi bis b mi an, also von Hypate hypaton bis zur
Paramese, und nannten sie die myxolydische. Die zweite flihrten sie von C fa bis C sol fa ut,
also von Parhypate hypaton bis Trite diezeugmenon, und nannten sie die lydische Form.
Die dritte nahmen sie von D sol re bis d la sol re, also von Lychanos hypaton bis Paranete
diezeugmenon, und nannten sie die phrygische. Die vierte von E la mi bis e la mi, also von
Hypate meson bis Nete diezeugmenon, und nannten sie die dorische. Die flinfte setzten sie
an von F fa ut bis f fa ut, d. h. von Parhypate meson bis Trite hyperbolaion, die sie
hypolydisch nannten. Die sechste von G sol re ut bis g sol re ut, also von Lychanos meson
bis Paranete hyperbolaion: die hypophrygische. Die siebte endlich von a la mi re, d. h. von
Mese bis Nete hyperbolaion: die hypodorische. In dieser Reihenfolge haben die meisten
verstandigen Musiker der Alten die Formen einer Oktave aufgezahlt. Sie stellten dies in
einem System von 15 Saiten, das sie »vollstandig« [perfectum] nannten, oder (was das
gleiche ist) in der Doppeloktave dar, was in der nachstehenden Darstellung deutlich wird.
Wir haben sie hier wiedergeben, damit der eifrige Leser es mit einem Blick erfassen kann,
falls ihm das bisher Gesagte vielleicht noch etwas undeutlich ist. Damit auch der ausiibende
Musiker die theoretischen Vorstellungen der Alten leichter erfassen kann, haben wir zu den
einzelnen Saiten, die die sieben Formen der Oktav darstellen, die Musiknoten hinzugesetzt,
damit wir nicht in Verdacht geraten, etwas auszulassen, was zur Kenntnis des Gesagten
hinfuhrt.
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System der Doppeloktave gemdfs den sieben Formen der Oktave,
die eben so vielen Modi entsprechen
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Bei den Alten wurde vor allem das hypodorische System benutzt.

Zu obiger Darstellung muss man anmerken, dass fiir die Alten allein das hypodorische
System unter allen das gemeinsam verbindliche und das am meisten natrliche war. In ihm
braucht man, anders als bei den anderen, keinerlei Einbildungskraft, sondern es schreitet
ohne jede Verdanderung einfach und natirlich fort. Wenn jemand mit einem tieferen Ton
als im hypophrygischen System beginnen wollte, also zum Beispiel mit G sol re ut, musste
er nur im Kopf die besagte Saite G oder, was dasselbe ist, Lychanos meson an die Stelle des
Proslambanomenos oder A re transponieren, und G als ut anstimmen — keineswegs aber
als re, welche Silbe auch zu A gehort. Das heilt, er musste das hypodorische System um
einen Ton oder um das A re, den Ton Proslambanomenos, héher transponieren, so dass
der besagte Ton zu B mi im hypodorischen System gleichklingend ist. Anschliefend fuhr
man in der Reihenfolge der weiteren Tone bis zu Nete hyperboleon fort, dem letzten Ton
im System. All dies wird man leichter aufnehmen, wenn man sich die Spalten der obigen
Darstellung nebeneinander aufschreibt und sie in eine solche Reihenfolge bringt, wie man
es in der Darstellung sieht. Mehr dazu in unserer Rabdologia der Musurgia.

Kapitel XVII

Die modernen Modi

Die modernen Musiker kannten die verschiedenen Formen der Quarten, Quinten und
Oktaven und wussten, dass die Oktave, wie man oben gesehen hat, aus Quarte und Quinte
zusammengesetzt ist. Sie wussten auch, dass je nach Stellung des Halbtons
unterschiedliche Arten der Modulation entstehen, weil namlich durch die Veranderung der
Stellung des Halbtons die Oktave sieben Formen annehmen kann. Aus diesen Griinden
definierten sie sieben Tonarten. Weil sich diese sieben Verteilungsmoglichkeiten aber
zudem in der harmonischen oder arithmetischen Disposition unterscheiden, haben sie
sieben weitere Skalen gebildet, so dass es insgesamt 14 Skalen sein sollten. Da jedoch bei
zweien entweder der Tritonus oder die verminderte Quinte vorkamen, wurden sie
gestrichen. So behielten sie zwolf richtige Gattungen, die wir alle ausfihrlich in dem Buch
zur Symphoniurga beschreiben werden, wohin wir den Leser verweisen.

Was ist die arithmetische, was die harmonische Anordnung?

Da die Musiker weiterhin vermerkten, dass die Oktave in Quinte und Quarte geteilt ist, und
wahrnahmen, dass die Verbindung der Quinte mit der Quarte manchmal angenehme und
wohlklingende, bald aber auch unangenehme und raue Klange verursachte — ein Wohlklang
[e0doviav], wenn die Quinte unterhalb der Quarte platziert war, ein Missklang
[kakodoviav], wenn die Quarte unterhalb der Quinte war — nannte man die zweite Form
»arithmetische«, die erste »musikalische« Verteilung. Denn die Zahlenwerte der
Proportionen, welche diese Verbindung von Quinte und Quarte ausdriicken, sind 6 : 4 : 3.
Sie liegen in der harmonischen Proportionalitat: Der mittlere Wert teilt namlich die beiden
duBeren so, wie es fir die auf natlirliche Weise geordneten Saiten passt. Da die andere
Verteilung ihre Zahlenwerte 4 : 3 : 2 gemal} der arithmetischen Proportion hat und da ihre
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Saitenaufteilung eher willkirlich ist als natdrlich, erzeugt sie eine viel weniger taugliche
Konsonanz als die erste Disposition. Wann immer die Oktave auf die erste Art angeordnet
ist, kann man sie »harmonisch geteilt« nennen. Ist sie auf die zweite Art geteilt, muss man
sie »arithmetisch [geteilt]« nennen. Gleiches lasst sich zur Teilung der Quinte in Tritonus
und kleine Terz sagen.24 Man sehe sich die Darstellung dieser Anordnung an, die unten
angefligt ist:

Diapente Diateffaron: ~ Diateflaron " Diapente
= - 8 _-=_.--—-—__-/j

6 fchulalt 4 féfquxtcrt 3 4 {'chultcrt .3 fchumlt.
l ————

Harmonica Authmchca

proportio ploportio

<155>
Pragmatia |

Wie man aus den sieben Formen [species] der Oktave
die Modi bestimmt

1. Wir wollen uns kurz ansehen, wie aus den sieben Formen der Oktave 14 Tonarten oder

Modi hervorgehen. Wenn wir aber als erste Form der Quinte Primus modys
diejenige nehmen, die von D nach A verlduft, und dartiber die erste 77" g8
Form der Quarte setzen, die von a nach d verlauft, erhalten wir .5(-—--- —
notwendig aus dieser Vereinigung den ersten Modus, der enthalten .:.._L'._‘}. 435 T
ist in der vierten Form der Oktave zwischen D und d. DA d

2. Wenn wir dieselbe erste Form der Quinte mit derselben ersten Form der Quarte
verbinden, aber so, dass die Quarte unter die Quinte gesetzt wird | Secundus modus

in Richtung des tieferen Klangs, entsteht daraus notwendig der & ::9:::::fj ALY

zweite Modus, der innerhalb der ersten Form der Oktave, das heif3t: ::::g:"f:j B

zwischen a und A, enthalten ist. Zur Form von Quinte und Quarte ---—---I-)-“A-’-w*
a y

steht mehr im Anhang zu diesem Buch.

3. Wenn wir als zweite Form der Quinte diejenige zwischen E und & dur., und mit ihr nach
oben hin die zweite Form der Quarte, die zwischen b und [e], Tertius modus ~

hinzufligen, entsteht der dritte Modus, der innerhalb der flinften *——-:"-j::g_-_- -
Form der Oktave zwischen E und e liegt. R )

-l

T

A3

24 Der Inhalt dieses Satzes ist unklar.
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4. Wenn wir nun der besagten Quinte dieselbe Quarte in Richtung des Proslambanomenos
hinzuflgt, also die zwischen E und & [b durum], entsteht dadurch .Quartm modus
die zweite Form der Oktave zwischen [5] und [8], mi. Daraus ergibt = :::.:::_':i

sich ein von den vorigen verschiedener Modus, namlich der vierte. "”"5"—"

5. Wenn wir nun die dritte Form der Quinte nehmen, die zwischen F und C Iiegt und Uber
sie die dritte Form der Quarte setzen (die zwischen C und F), Ruintus ”’04‘“

erhalten wir die sechste Form der Oktave: die zwischen F und f, die _‘ IR
wir den finften Modus nennen. = i e
oot

6. Wenn wir unter die soeben genannte Form der Quinte die besagte Form der Quarte
zwischen F und C anfligen, erhalten wir die dritte Form der Oktave i 'S?xta;mu4k:" i
und nennen dies den sechsten Modus zwischen C und C. [

~f4-—- -—-—..-—..._ -
tmwmn-m -k —

B s - Lt bl Rl aad

“-—-v—cu o |w | vt

DERRE o4 o C
7. Wenn wir die vierte Form der Quinte nehmen (die zwischen G und d) und sie mit der
ersten Form der Quarte zwischen d und g vereinigen, erhalten wir "'SJP‘"”“-’ modus. | ;

die siebte Form der Oktave, die wir den siebten Modus nennen. k ;..%:‘— ......:f :Z:
| S ¥
e 1.(6; d g

8. Nehmen wir nun die zwischen G und D gelegene Quarte und setzen sie unter die Quinte,
entsteht die Oktave d bis D, die vierte Oktavform, der achte Modus. )!' ‘, O auus modus

G.-—:‘--—..

- —
¥ 'y Lad ol et
——--6--—-..- Cl R ]
———

ooy el

- gD
9. Wenn wir die zweite Form der Quarte zwischen e und a mit der ersten Form der Quinte
zwischen a und e vereinigen, entsteht innerhalb der ersten Form | Nonmmod f
der Oktave zwischen a und aa der Modus, den wir den neunten e s ""K"Q" &
nennen. s W ':
o Rt "; g : :-—-n
05—---—"- o | Sh—
<156> < € aa
10. Wenn wir unter diese Quinte dieselbe Form der Quarte zwischen e und aa setzen,
bilden wir damit die Oktave zwischen e und E, die wir als zehnten Decimus madus
Modus bezeichnen. : ‘———e--—“::': -
(e, gaves 1
e A
e a E
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11. Wenn wir die dritte Form der Quarte zwischen [g] und cc mit der vierten Form der
Quinte zwischen ¢ und g verknipfen, entsteht die dritte Form der V;;decxmm'\modm
Oktave zwischen c und cc, das ist der elfte Modus. c—--—-—-—-—---&-- - [r—
‘ ——
e

€ g cc

12. Wenn wir schlielich die eben erwahnten Formen umgekehrt setzen, so dass die Quarte
zwischen ¢ und G liegt, erhalten wir den letzten, den zwdlften ;Duodecimm modus
Modus, der, wie man sieht, innerhalb der siebten Form der Oktave - %

zwischen g und G liegt.

S
R 30
gcG -

- —

g

Da wir weiterhin gesehen haben, dass zwei der sieben Modi entweder einen Tritonus oder
die verminderte Quinte haben, missklingende Intervalle, unerlaubte gar, bleiben nach ihrer
Beseitigung noch zwolf Formen, wie oben bereits gesagt und wie es am Beispiel in der
Darstellung deutlich wird.

Quarta tritonus. Quinta illegitima,

: "

B - VAT ol (s s > § T il
[R— + S PRt 0 o R o P g W s | 2 + - s 1818 & y 4/
1 . oo S R e 23
A ——— 1 "'f—',"-»‘_',"Z.:----;'--'-—-O"'"- et
F bdur, f 597105 il LB iR -

Pragmatia Il

Wie man die zwolf Modi durch die zweifache Teilung,
die harmonische und die arithmetische, bestimmt

Im Vorausgegangenen haben wir gezeigt, wie man eine Oktave entweder harmonisch oder
arithmetisch teilt. Jetzt ist zu zeigen, wie man mit Hilfe dieser Teilung die zwolf Modi findet.

1. Wenn jemand die vierte Form der Oktave zwischen D und d nimmt und sie im Ton a

harmonisch in zwei Teile teilt, entsteht " Quarta diapafon [pecies
notwendig der erste Modus, da durch die :
Modus
I

Teilung der erste Teil die Quinte, der zweite
die Quarte ist. Der erste Teil liegt zwischen D
und a, ist also die erste Form der Quinte. Der
zweite Teil liegt zwischen a und d, ist also die
erste Form der Quarte. Es ist klar, weshalb in
der vorliegenden Darstellung der erste Modus entsteht.

--—-———
g
- -—-.-—-—'—.—

e

Quinta quarta

e@n aemmm T '—""‘“’""‘ "‘" —

-
4
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2. Wenn jemand danach die flinfte Form der Oktave nimmt und sie wie eben harmonisch
teilt, entstehen die zweiten Formen von Quinte

i ecies
und Quarte, die beide durch & [b durum] geteilt ' anfadtapafonﬂ ..
sind. Die erste liegt zwischen E und 8, die zweite hl , ,'.:.:.-....::'p-e,g%
zwischen & und e, und gemeinsam bilden sie den =555~ E.Q,_Q V Pausd t
dritten Modus. I e

el Pdur, €

<157>

3. Wenn wir die sechste Form der Oktave nehmen, die zwischen F und f, und sie im Ton ¢
harmonisch teilen, erhalten wir aus den vereinig- Sexta dtap,zjbn/:pec 15

ten Teilen notwendig den fiinften Modus, wie =" I
oben gesagt. V. :

v
& - | —
—

Q- e — -
:WL_.

'hh--*—---' o

€
4. Wenn jemand die siebte Form der Oktave zwischen G und g nimmt und sie im Ton d
harmonisch teilt, erhalt er die vierte Form der e Sgptimajﬁecie:’diapd/bn
Quinte G—d. Verknupft er diese mit der ersten PR _..._._...__.....\_ﬁ.__
Form der Quarte zwischen d und g, entsteht Vl[ E:__: _’_‘:"":'é':ﬁ,_________
notwendig der siebte Modus, siehe oben. ot o b AR AD vy iz
& 0d:0g

5. Nehmen wir die erste Form der Oktave zwischen a und aa, teilen sie harmonisch,

erhalten wir die die erste Form der Quinte Primajpecie.rdiapaﬁh
zwischen a und e und die zweite der Quarte TR g 4 = 17
zwischen e und aa. Beide vereint ergeben den gy == ssmmmmm g o R o o] e
neunten Modus. o o 's:g-é. g::: El:E
a ¢ aa
6. Nimmt man die dritte Form der Oktave zwischen ¢ und cc (die zweite Oktavform
zwischen b und bb lassen wir hier aus, da man sie Terti&fpw't'ﬂ diapa on.
nicht harmonisch teilen kann) und teilt siein dem | e P W e
gekennzeichneten Ton g, erhdlt man die vierte Il i :_::::::""" eﬁ:‘" LG
Form der Quinte zwischen c und g und die dritte = & .:_:E:?gzg:\_::______ .
Form der Quarte zwischen g und cc. Zusammen = 7} o ~"g_,r},‘-“-, e’
ergeben sie den elften Modus. e Vaee nudita o ik

Hier sieht man, wie man sechs Modi durch harmonische Teilung gewinnt und auf welche
Weise ein Modus nicht harmonisch teilbar und ‘ Sccmz'a‘aj}:aciadiapaﬁm
deshalb unbrauchbar ist, da in der zweiten © i - JAR]
Oktavform ja eine verminderten Quinte und ein E -:::::::_:___ :“-E— i
Tritonus stehen. Aber das wird alles aus der 7. g S
angefligten Darstellung klar. &

S
AV midiap.f triton. b
vt inepta harmomx reljcitur,
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Die anderen sechs Modi finden wir durch arithmetische Teilung.

1. Nehmen wir die erste Oktavform zwischen A und a, teilen sie arithmetisch im D und
erhalten die erste Form der Quarte zwischen d Prlmaﬁieﬂudmpajbn.

und A, legen sie unter die erste Form der Quinte : e e e = e man [ =
. . . < {paend] g 2oy e Toi L s
zwischen a und d: Dann ergeben beide vereint , & Q_E___ 1y
. 1% i e
den zweiten Modus. Q- R S
—: e S 1y S et 2 S ® Yo w0 -t
d a
2. Wenn wir die zweite Form der Oktave zwischen 1 [b durum] und = nehmen, sie arith-
metisch im E teilen, kommen wir zwischen E Ll “Se;.‘xiridaﬁél'f“ diapafon .
und & zur zweiten Form der Quarte und zwi- T T SO = 18 e
schen = und E zur zweiten Form der Quinte, die Iv'\ 7::...‘t‘ oe'g:;_-::: fi—
zusammen den vierten Modus bilden. . :j B\ AR i
“hdurc E T - bmi-
3. Man teilt die dritte Oktavform [C—c] arithmetisch im F, so dass die dritte Form der Quarte
F-C unter die dritte Form der Quinte c—F ge- - Terviafpecies diapafin .
setzt wird, und wir haben den sechsten Modus. 1 s ¥, B, % 1

VI ER-—rmy -V~
%..u.-.w._ Sif-
C4 PoTiw %

4. Wenn wir die vierte Oktavform im G arithmetisch teilen, entsteht die erste Form der
Quarte G-D und mit g-D die vierte Form der " ,Quartaj}mm dtapajbn,* of
Quinte, die zusammen den achten Modus von yrpqy 87777 ___,_ "én 1

D nach d bilden. _9 t_______________ e
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5. Wir nehmen die flinfte Form der Oktave von e nach E, teilen sie arithmetisch im a und

erhalten die zweite Form der Quarte von a nach E , &iﬂtﬂj]zcciﬂ diapﬂﬁm =
sowie die erste Form der Quinte von e nach a, die - é s 9"‘“‘ N .
zusammen den zehnten Modus bilden. i T S N\ W - rpk | PR
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6. Nehmen wir schlieRlich die siebte Form der Oktave zwischen g und G, teilen sie durch C,
ergibt das zwischen C und G die dritte Form der
Quarte, die, mit der vierten Quintenform

vereinigt, den zwolften Modus darstellt, wie ----—--—--—-—-3 —
man sieht. XIL; SRR W\ ) ! S < B
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Septima fpecie.c‘dia;uj'on .
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Die sechste Oktavform zwischen F und f wird G 4" C s g
von den Musikern wie eine Feindin verworfen, weil sie nicht arithmetisch im = geteilt
werden kann, da sich, wie man sieht, ein Tritonus ergibt.
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Es gibt zwolf Modi.

So erkennt man, wie wir durch arithmetische Teilung sechs weitere Modi gefunden haben,
so dass also insgesamt zwolf gebildet werden kdnnen, nicht mehr und nicht weniger:
namlich sechs durch harmonische, sechs durch arithmetische Teilung, wahrend zwei, die
weder harmonisch noch arithmetisch teilbar sind, verworfen werden. Waren diese doch
teilbar, konnte man 14 statt zwolf Modi bilden, entsprechend der Verdopplung der sieben
Oktavgattungen. Vieles misste an dieser Stelle noch behandelt werden, so etwa authenti-
sche und plagale Modi und die Natur der Modi, doch weil wir dies dem Buch Uber die
Symphoniurga und anderen Teilen dieses Werkes vorbehalten haben, scheint es uns
Uberflissig fir die Wiederholung dieser Themen Zeit zu verlieren.

Hier folgt jetzt noch eine Aufreihung der Formen von Quarte und Quinte nebst der
Methode, mit der die besagten Modi geteilt werden miussen.

Ordo Specierum Quatrtz fiue didtefliron .

I. Species, IL Spccfés. A LL Speciesa. s
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Ordo Specxerum Quartae fiue diapente. .. |

o Specxcs. II Spcclss. IT. Species. ~ I'V- Species. j/
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Man beachte, dass wir hier die Reihenfolge der Formen von Quarte und Quinte nicht nach
der besagten Teilungsmoglichkeit fir die Modi gewahlt haben. Wir wollten stattdessen nur
die Reihenfolge zeigen, mit der in der natirlichen Progression der Halbton bei den Formen
von Quarte und Quinte seine Stellung wechselt. Dies glaubten wir erklaren zu missen,
damit kein Musiker durch diesen Unterschied einem Irrtum verfallt.
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